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INTRODUCCISN

He reunido aqui alguncs estudios referentes mds o me-
nos directamente a cuestiones de Metodologia Cientifica.
El método cientifico consiste en observar y experimentar.
Si el sabio dispusiera de mucho tiempo, no tendriamos
mds que decirle: «Observe bien»; pero como carece de
tiempo suficiente como pura observarle tode y mds adn
parae observarlo bien, es precise que elija, pues bien se ha
dicho que mds wvale no mirer que mirar mal. Por lo
tanto la cuestién primordicl es saber cémo iiene que hacer
lo, eleccién. Este probleman tanto se le plantea al Fisico
como ol Historiador; iguclmente se le presenta al Mate-
mdtico, y los principios que deben guiar lanto a los unns
como o los otros mo estdn totalmente desprovistos de
Analogia. El sabio se conforma con ella instintivamente y
se puede, reflexionando sobre estos principios, profetizar
cudl puede ser el futuro de los Matemdticas,

Nos daremos cuenta mds facilmente de esto st observa-
mos al sabio en su trabajo. En primer lugar hay que co-
nocer el mecanismo psicolégico de la thvencion Yy en espe-
cicl el de la invencidn matemdtica. La observacion de los
procedimientos de trabuso del matemdiico es sobre todo
instructive para el psicélego.

En todas las ciencias de observacién es necesario con-
tar con los errores debidos a las imperfecciones de nuestros
sentidos e instrumentos. Felizmente se puede admitir que
en ciertas condiciones estos errores se compensan en porte,
de tal modo que desaparecen por término medio.

Esta compensacién se debe al azar. Pero iqué es €l
azar? Este concepto es dificil de justificar v mds atin de
definir; sin embargo, lo que acobo de decir a propésito de
los errores de observacién demuesira que el sabio no pue-
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de evitarlos. K's necesario dar entonces une definicién ton
precisa como sca posible de esta nocion ton indispensable
como dificil de definir.

Tistas son lus generalidades que se aplican en todas las
ciencies. Verbigracia; el mecanismo de la invencién mo-
temdtica no se diferencic mucho del mecanismo de la
invencién general.

Trato a continuacidn lus cuestiones que se refieren en
particular a ciertas ciencias y en especial o las matemd-
ticas puras.

Me weo obligado a tratar en los capitulos que les son
consagrados asuntos un poco mds abstractes. Debo Pri-
mere habler de lo nocién del espacio; todo el mundo sabe
que el espacio es relativo o mds bien todo el mundo lo
dice, [pero cudntas personas reflexionan aim como si lo
creyeran absoluto! Basta sin embargo reflexionar un poco
pare darse cuenta a qué cantided de contradicciones estdn
expuestas.

Los problemas de la enseiianza tienen también su im-
portancia, primero por ellos mismos, después porque re-
flexionar sobre la mejor manera de hacer penetrar las
nociones nuevas en los cerebros wvirgenes, es ol mismo
tiempo reflexionar sobre la manera en que estas nociones
han sido adeuiridas por nuestros antepasados ¥ por con-
siguiente sobre su verdadero origen, es decir en el fondo,
sobre lo verdadera noturclezo de estas nociones. ;Por qué
los nifios no comprenden o menudo las definiciones que
satisfacen a los sabios? ;Por qué hace folte darles otras?
E'sta es la cuestion que me plenteo en el capitulo siguien~
te y cuye solucion podria, creo, sugerir dtiles reflexiones
a los filésofos que se ocupan de la légica de las ciencias.

Por otra parte, muchos de los gedmetras creen que se
pueden reducir las Matemdticas a las reglas de la légice
formal. Esfuerzos inauditos han sido intentados en este
sentido; para conseguirlo mo se ha temido ni aun mismo
derribar el orden histérico de la génesis de nuestras con-
cepciones y se ha tratado de explicar lo finito por lo infi-
nito. Creo haber conseguido, para todos los que aberden
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el problema imparcialmente, demostrar que en él hay una
ilusion engaitosa. Espero que el lector comprenderd lo
importancia de este problema y me perdonard la aridez
de las pdginas que me he visto obligado a consagrarle.

Los dltimos capitulos referentes a« Mecanica y Astrono-
mie han de ser mds amenos.

La Mecimica parece estar o punto de sufrir una revo-
lucion completa. Las nociones mds firmes estin siendo
desmenuzadas por atrevidos innovadores. Pero es indu-
dable que el conocimiento de sus doctrinas es de capital
wmlerés, lo exposicion de las cuales he tratado de explicar
en la forma mds clera. He seguido en la medida de lo posi-
ble el orden histérico; debido a gue las nuevas ideas pare-
cerian demasiado sorprendenies si no se viera comoe hun
podido germinar.

La Astronomia mos ofrece especticulos granrdiosos al
mismo tiempo que plantea problemas gigantescos. No se
puede ni remotamente soniar en aplicarles directomente el
método experimental; nuestros laboratorios son demasia-
do reducidos. Pero la Analogia con los femdmenos que
estos laboratorios nos permiten alcanzer, pueden sin em-
burgo servir de guie al astrénomo. La Via Ldctea, por
ejemplo, es un conjunto de soles cuyos movimientos pare-
cen al principio caprichosos. ;Pero este conjunlo mo es
comparable al de las moléculas de un gas, del que la teorin
cinética de los gases nos hace conocer las propiedades?
De este modo, por un camino desviado, el método del Fisi-
co puede ayudar al Astronomo.

Finalmente he querido hacer en algunas lineas la histo-
rie del desarrollo de la Geodesia Francesa; he descrito
tras qué esfuerzos perseverantes y a menudo a través de
cudnios peligros los geodestas nos han procurado los con-
ceptos que poseemos hoy en dia sobre la configuracion
terrdquea. jEs éste un problema de método? Si, sin dudna;
esta historia nos enseiic en efecto de cudntas precaucio-
nes es necesario rodear una operacién cientifica seria u
el tiempo y las fatigas que se requieren pera la conquista
de una nueva decimal.
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EL SABIO Y LA CIENCIA

CAPITULO 1

LA ELECCION DE LOS HECHOS

En alguna parte Tolstoi explica por qué a su parecer
«La Ciencia por la Ciencia» es una concepecién absurda.
Nosotros no podemos conocer todos los hechos, puesto que
su nimero es practicamente infinito. Es preciso elegir
desde ahora. ;Podemos regular esta eleccién sobre el sim-
ple capricho de nuestra curiosidad? ;No vale mas dejar-
nos guiar por la utilidad, por nuestras necesidades préc-
ticas y sobre todo morales? ;No tenemos otra ocupacién
mas interesante que la de contar el nimero de mariquitas
que existen sobre nunestro planeta?

Es indudable que la palabra utilizada no tiene para él
el sentido que le atribuyen los hombres de negocios y con
ellos la mayoria de nuestros contemporéneos, Se preocupa
poco de las aplicaciones de la industria, de las maravillas
de la electricidad o del automovilismo, a los que. considera
mas bien como obstdculog al progreso moral. Lo ttil es
s6lo lo que puede mejorar al hombre.

Yo, y es necesario que lo diga, no me contentaria ni
con lo uno ni con lo otro; no querria ni esta plutocracia
4vida y limitada, ni esta democracia virtuosa y mediocrs,
Yinicamente ocupada en exponer la mejilla izquierda, y en
la que vivirian sabios sin curiosidad, los cuales, evitando
los excesos, moririan no de enfermedad, pero si de fasti-
dio. Mas este es un problema de gustos y no es este el punto
que me propongo discutir,
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No por eso deja de subsistir este problema que debe
retener nuestra atencién; si nuestra eleccién no puede
ser determinada mas_que por el eapricho_o_por la. utlhdad )
inmediata. no _puede_haber Ciencia_por 1a tiencia, ni_por
consiguiente Ciencia. (HEs esto verdad ? Que haya que
hacer una cleccién, esto es indudable; cualquiera que sea
nuestra actividad, los hechos van méis rapidos que nos-
otros mismos y no podemos nunca alcanzarlos; en el tiem-
o que el sabio emplea en descubrir un hecho, se producen
millones en un milimetro cibico de su cuerpo. Querer en-
cerrar la naturaleza en la Ciencia seria como querer me-
ter el todo en la parte.

Pero los sabios creen que hay una jerarquia de hechos
¥y que se pueden hacer entre ellos una eleccién juiciosa;
tienen razém, puesto gue sin esto no habria Ciencia, y la
Ciencia existe. Es suficiente abrir los ojos para ver que
las conquistas de la industria que han enriquecido a tan-
tos hombres practicos no habrian jamis existido si estos
hombres practicos hubieran vivido solos, si no hubieran
sido precedidos por locos desinterados que murieron
pobres, que no pensaron jamis en la utilidad y que sin
embargo tenian otra guia ademdas de su solo capricho.

Bien lo expresé Mach al decir que estos locos han eco-
nomizado a sus sucesores el trabajo de pensar. Los que
habrian trabajado tinicamente para una aplicacién inme-
diata no habrian dejado nada tras ellos, y frente a una
necesidad nueva, todo habria vuelto a comenzar. Luego,
pues, a la mayor parte de los hombres no les gusta pensar
¥y esto por otra parte es un bien puesto que el instinto los
guia, lo méis a menudo, mejor que la razén no guiaria una
inteligencia pura, siempre que persigan un fin in-
mediato y que sea el mismo; pero el instinto es la rutina
y si el pensamiento no lo fecundase, no progresaria mas
en el hombre que en la abeja o la hormiga. Es necesaric
entonces pensar por aquellos que no quieren pensar y
como son numerosos es preciso que cada uno de nuestros
pensamientos sea lo mas tGtil posible y es por esto que una
ley sera tanto més sabia cuanto més general sea.
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Esto nos ensefia cémo debe hacerse nuestra eleccitn; log
hechos més interesantes son los que pueden servir varias
veces, son los que tienen posibilidad de renovarse. Hemos
tenido la suerte de nacer en un mundo donde log hay. Su-
pongamos que en lugar de 60 elementos quimicos, tuvié-
ramos 60 millares que no fueran Ios unos comunes vy los
otros rarcs, pero que estuviesen repartidos uniformemen-
te. Entonces todas las veces que recogiésemos un guijarro
existirian muchas posibilidades de que estuviera formado
por cualquier substancia desconocida. Todo lo que supié-
ramos de otros guijarros no nos serviria para él; delante
de cada objeto nuevo estariamos como el nifio que acaba
de nacer; como €él, no podriamos ohedecer a nuestros ca-
prichos o necesidades; en un mundo parecide, no habria
Ciencia. Por otra parte el pensamiento y la misma vida
serian imposibles, puesto que la evolueién no habria podi-
do desenvolver los instintog de conservacién. Gracias a
Dios, no ocurre asi; como todas las dichas a que se esta
acostumbrado, ésta no es apreciada en su justo valor. Kl
bidlogo se encontraria también confugo si no hubiese méas
que individuos y no especies, si la herencia no hiciera 3 los
hijos parecidos a los padres, ete.

¢ Cuédles son entonces los hechos que tienen preobabilida-
des de renovacién? Son primero log hechos simples. Claro
es que en un hecho complejo estin reunidos por el azar mil
circunstancias y que s6lo un azar méas inverosimil auu
podria reunirlas de nuevo. Pero si los hay ;cémo recono-
cerlos?, ;quién nos dice que este que creemos simple no
encubre una sorprendente complejidad? Todo lo que po-
demos decir es que debemos preferir los hechos gque
parecen simples a aquellos en que nuestro ojo grosero dis~
cierne elementos disociables. Y entonces una de dos, o esta
sencillez es real, o los elementos estin lo bastante intima-
mente mezclados para no poder ser distinguidos. En el
primer caso, tenemos probabilidades de encontrar de nueveo
este mismo hecho simple, sea en su pureza, sea entrande
&l mismo como elemento en un complejo parecido. En el
segundo caso, esta intima mezcla tiene probabilidades de
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reproducirse en un conjunto heterogéneo. El azar sabe
unir, pero no sabe desunir; para hacer con egtos elemen-
tos miltiples un edificio bien ordenado en el cual se dis-
tinga cualquier cosa hace falta hacerlo a propésito. Hay
pocas posibilidades para que en un conjunto en el que se
distingue algo esto se produzca. Por el contrario existen
muchas en una mezcla que a primera vista parece homo-
génea. Los hechos que parecen sencillos, aunque no lo
sean, seran por lo tanto mas facilmente separados por el
azar.

Esto es lo que justifica el método instintivamente adop-
tado por el sabio, ¥ lo que lo justifica méas atlin, es que
estos hechos tan frecuentes nos parecen sencillos porque
estamos acostumbrados a ellos.

iPero dénde esta el hecho simple? ios sabios han tra-
tado de buscarlo en los dos extremos o sea en lo infinita-
mente grande y en lo infinitamente chico. El astrénomo
lo ha encontrado debide a que las distancias entre los
astros son tan inmensas, tan grandes, que parecen un
punto; tan grandes que las diferencias cualitativas des-
aparecen debido a que un punto es mAas simple que un
cuerpo en el que hay formas y cualidades. Por el contra-
rio el fisico ha buscado el fenémeno elemental dividiendo
ficticiamente los cuerpos en cubos infinitamente chicos,
debido a que las condiciones del problema sufren varia-
ciones lentas y continuas cuando se pasa de un punto a
otro, y de esta manera estas variaciones son mas o mencs
constantes en el interior de cada uno de estos pequeiios
cubos, De la misma mancra el bidlogo instintivamente ha
estudiado Ia célula por considerarla més interesante que
el animal entero; el futuro le ha dado la razén, puesto que
las células de log organismes méas diferentes tienen més
semejanzas entre ellas, claro es que para el que sepa
reconoeerlas, que los organismos entre ellos. La sociologia
encuentra més dificultades; los elementos para eila lo cons-
tituyen log hombres, v éstos son demasiado diferentes, va-
riables, eaprichosos, complejos; es por eso que la historia
no se reproduce nunca; eémo elegir entonces el hecho in-
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teresante. El método es precisamente la eleccién de los
hechos, hay que idear por lo tanto un método. Se han
ideado muchos pero ninguno ha dado resultado; cada tesis
de sociologia propone un método nuevo, entre nosotros,
vy sea dicho de paso, que el flamante doctor se abstiene
rigurosamente de aplicar, de manera que la sociclogfa s
la ciencia que posee méas métodos y menos resultados.

Por lo tanto es por los hechos regulares que conviene
comenzar; pero desde que la regla esti bien establecida.
desde que estid fuera de duda, los hechos que estan plena-
mente confirmados pronto pierden su interés, puesto que
no nos engeflan nada nuevo. Entonces es cuando la excep-
cién adguiere importancia. Se cesard de buscar los pare-
cidos, para aproximarse, antes que nada, a las diferencias,
vy entre las diferencias elegird primero lag més acentua-
das, no sdlo porque seran las mas sorprendentes, sino por-
que seran las més instructivas. Un ejemplo simple aclarari
mi pensamiento. Supongamos que se quiere determinar
una curva, observando cualquiera de sus puntos. El practi-
€0 que no se preocupe mis que por la utilidad inmediata
observaria solamente los puntos que necesitase para algln
objeto especial; estos puntos se repartirfan mal sobre la
curva, se acumularian en ciertas regiones, siendo raros en
otras, de manera que seria imposible unirlos mediante un
trazo continuo y serian inutilizables para otras aplicacio-
nes. El sabio procederia de manera diferente. Como. su
deseo es estudiar la curva por si misma, repartiréd regular-
mente los puntos a observar y en cuanto conozea algunos.
los unird por medio de un trazo regular y obtendri la
curva entera. ;Pero cémo se las arreglara? Si ha deter-
minado un punto extremo de la curva, no se quedaré cerca
de ella sino que correré zl ofro extremo; después de los
dos extremos, el punto méas instructivo serd el del medio,
v asi sucesivamente.

De este modo cuando una regla queda establecida, lo
que debemos buscar antes que nada son los casos en que
esta regla tenga més posibilidades de fallar. De akhi, entre
otras razones, el interés de los heches astrondmicos, el
del pasado gecidgico; yendo muy lejos en el espacio, o
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bien muy lejos en el tiempo, podemos encontrar nuestras
reglas habituales completamente trastornadas y estos
grandes cambios nos ayudarin a ver mejor o a compren-
der los pequefios cambios que pueden producirse més cerca
de nosotros, en el pequefio rincén del mundo donde esta-
mos obligados a vivir y a obrar. Conoceremos mejor es-
te rinedn, por haber viajado a lejanos paises donde no
teniamos nada que hacer. Pero lo que debemos tratar no
es tanto de comprobar los similes y lag diferencias, como
volver a encontrar las semejanzas ocultas bhajo las diver-
gentes apariencias. Las reglas particulares parecen al
principio discordantes, pero mirindolas més detenida-
menfe vemos que se parecen en general; diferentes por
la materia, se aproximan por la forma, por el orden de sus
partes. Cuando las encaramos por ese lado las veremos
extenderse y tratar de abarcar todo. Y he aqui lo que
valoriza ciertos hechos qgue vienen a completar un con-
junte v a mostrar que es la imagen fiel de otros conjun-
tos conocidos.

No puedo insigtir méis, pero estas cuantas palabras bas-
tan para mostrar que el sabio no elige al azar lcs hechos
que debe observar. No cuenta mariquitas como dice Tols-
toi, porque el nimero de estos animales, por interesantes
aue sean, est4 sujeto a caprichosas variaciones. Busca con-
densar muchas experiencias y muchos pensamientos en
un pequefio volumen y es por eso que un pequefio libro de
Tisica contiene tantas experiencias pasadas y mil més
posibles, de las cuales se sabe con antelacién el resultade.

Pero no hemos aun cncarado mas que un lado de la
cuestion. El sabio no estudia la Naturaleza porque ella es
itil; la estudia porque encuentra placer, y encuentra placer
porque es bella, 81 1a Naturaleza no fuera bella, no valdria
la pena conocerla, ni que la vida fuera vivida. No hablo
aqui, entendamos bien, de esta belleza que sorprende los
sentidos, de la belleza de las cualidades y de’las aparien-
cias; no es que la desdefie, lejos de ahi, pero no tiene
nada que hacer con la Ciencia; quiero hablar de esa be-
1leza, més intima. que proviene del orden armoniogo de las
partes y que sélo una inteligencia pura puede comprender.
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Por asi decir es ella la que da un cuerpo, un esqueleto a
las halagadoras apariencias que embellecen nuestros sen-
tidos y sin este soporte, la belleza de estos suefios fugiti-
vos geria imperfecta, porque seria indecisa y huiria siem-
pre. Por el contrario la belleza intelectnal se basta a ella
misma y por ella, mas que por el bien futuro de la hu-
manidad, el sabio se condena a largos y penosos trabajos.

Entonces es Ia btisqueda de esta belleza especial, el
gentido de la armonia del mundo lo que nos hace elegir los
hechos maés propicios para contribuir a esta armonia, de
la misma manera que el artista escoge entre los rasgos de
su modelo los que complementaran el retrato y le daran
cardcter y vida. No hay que temer que esta preocupacién
instintiva e inconfesada aparte al sabio de la bidsqueda
de 1a verdad. Se puede sofiar con un mundo arménico, pero
cudn lejos lo dejari el mundo real; los mas grandes artis-
tas que ha tenido la historia, los griegos, habian construido
un cielo y, sin embargo, a pesar de su grandiosidad, cuin
mezquino resulta al lado del verdadero, es decir, del
nuestro.

Debido a que la sencillez, como la inmensidad es bella, es
que buscamos con preferencia los hechos simples y los
hechos grandiosos, que nos complacemos tanto en seguir
el curso gigantesco de los astros, ya sea escudrifiando con
el microscopio esta prodigiosa pequeilez que es también
una grandeza, ya sea buscando en los tiempos geolégicos
las huellas de un pasado que nos atrae por lo remoto.

Se ve que la inquietud hacia lo bello nos conduce a las
mismas elecciones que lo de lo dtil. Es por eso que esta
economia de pensamiento y de esfuerzo, que de acuerdo a
Mach es la tendencia constante de la Ciencia, es un ma-
nantial de belleza al mismo tiempo que una ventaja
practica.

Los edificios que admiramos son aquellos en que el
arquitecto ha sabido proporcionar los medios y el fin, ¥
en donde las columnas parecen llevar sin esfuerzo, casi
alegremente, el peso que les han impuesto, como las gra-
ciosas cariatides del Erechtheidn. ; De dénde proviene esta
eoncordancia? Es simplemente que las cosas que nos pa-
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recen bellag son las que se adaptan mejor a nuestra inte-
ligencia, por consiguiente son al mismo tiempo el instru-
mento que esta inteligencia sabe manejar més hibilmente.
O bien, ;hay un juego de evolucion y de seleceidén natural?
Los puchblos en los cuales el ideal estaba méas conforme
con su interés, bien entendido, han exterminado a los otros
v los han suplantado. 1.os unos y los otros persiguen su
ideal, sin darse cuenta de las consecuencias, mientras que
a los unos amenaza con su pérdida, a los otros les da el
imperio, Dan ganas de creer que si los griegos triunfaron
de los barbaros y si Europa, heredera del pensamiento de
Grecia, domina al mundo, es porque log salvajes amaban
los colores chillones y los sonidos ruidosos del tambor que
no ocupaban mas que sus sentidos, mientras que los grie-
gos amaban la belleza intelectual que se ocultaba tras la
belleza sensible y que es la que hace a la inteligencia
segura y fuerte,

Sin duda un triunfo parecido causaria horror a Tolstoi
¥ no querria reconocer que puede ser verdaderamente Gtil,
Pero esta busqueda desinteresada de la verdad por su be-
lleza propia, es sana también y puede mejorar al hombre.
Sé bien que hay decepciones, que el pensador no tiene
siempre la serenidad que debia encontrar; lo mismo que
hay sabios que tienen un mal caricter. ;Se debe decir por
eso que es preciso abandonar la Ciencia y no estudiar més
que la moral?

iY qué! ;Creemos acaso que los moralistas son irrepro-
chables ¢cuando han descendido del piilpito?



CAPITULO II
EL PORVENIR DE LAS MATEMATICAS

Para prever el porvenir de las mateméaticas, el verdadero
método es estudiar su historia y su estado actual.

{No es eso para nosotros, los mateméaticos, un procedi-
miento un poco profesional? Estamos acostumbrados a
extrapolar, que no es més que un medio de deducir el
porvenir del pasado y del presente y como sabemos lo que
vale, no corremos el peligro de ilusionarnos sobre el al-
cance de los resultados que nos da.

En épocas anteriores han existido profetas de desgra-
cias. Repetian, convencidos, que todos los problemas suscen-
tibles de ser resueltos lo habian sido ya, y que después de
ellos lo tnico que haria falta hacer es ponerse a cosechar.
Felizmente el ¢jemplo del pasado nos tranquiliza. Tantas
veces hemos creido haber resuelto todos los problemas, o
por lo menos, haber hecho el inventario de los que impli-
can una solucién. MAs tarde el sentido de la palabra solu-
ci6én se ha ensanchado, los problemas insolubles se han
convertido en los més interesantes de todos, se han plan-
teado nuevos problemas en que ni siguiera se habia so-
fiado. Para los griegos, una buena solucidn era la que no
empleaba maés que la regla y el compas; en seguida ha sido
la que se cbtiene por la extraccién de radicales, después en
‘o que no figuran més que funciones algebraicas o logarit-
micas. Los pesimistas se encontraban asi siempre desbor-
dados, forzados a retreceder, de manera que en el presente
¢reo que no hay mas.

Mi intencién no es por lo tanto combatir los puestos que
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va han dejado de existir; sabemos que las mateméticas
continuaran desenvolviéndose, pero se trata de saber en
qué sentido. Se me responderi «en todos los sentidoss, ¥y
esto es verdad en parte; pero si todo esto fuera cierto,
seria un poco espantoso. Nuestras riguezas no tardarian
en sernos embarazosas y su acumulacién produciria un
revoltijo tan impenetrable que seria, como para el ignoran-
te, la verdad desconocida.

El historiador, el fisico, deben elegir entre los hechos.
El cerebro del sabio, que no es méas que un rincén de!
Tniverso, no podra contenerlo jamas entero, de manera
que en medio de los innumerables hechos que la Natura-
leza nos ofrece, hay algunos de los que no nos ocuparemos
mientras que, por el contrario, estudiaremos otros. Sucede
lo mismo, & fortiori, en Matematicas; el mateméatico tam-
poco puede conservar entremezclados todos los hechos
que se le representan; tanto més cuanto que estos hechos
lo representan a él mismo, perdén, iba a decir que era su
capricho el que los habia creado. Es él quien construye
con todas las piezas una combinacién nueva relacionando
los elementos; no es por lo general la naturaleza quien lo
ha traido todo hecho.

Ocurre a veces que el matematico se plantea un proble-
ma para satisfacer una necesidad de la Fisica; que el fi-
sico o el ingeniero le piden que calcule un ndmero a fin
de aplicarlo. ;Diran que los gedmetras debemos limitarnos
a esperar los pedidos y, en lugar de cultivar nuestra cien-
cia para nuestro placer, no tener otra preccupacién mas
que la de acomodarnos al guste de nuestra clientela? Si
las mateméiticas no tienen otro objeto mas que acudir en
ayuda de los que estudian la Naturaleza, es 16gico que de
estos Wlfimos debemos esperar la palabra de orden. ;Es
legitima esta manera de pensar? De ningfin modo; si
no hubiéramos cultivado las ciencias exactas por ellas
mismas, no habriames creado el instrumento matematico
y el dia en que hubiera venido la palabra de orden del
fisico nos hubiera encontrado desarmados.

Los fisicos tampoco esperan para estudiar un fenémeno
que cualquier necesidad urgente de la vida material les
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haya creado una necesidad, y tienen razém; si los sabios
del siglo XVIII hubieran abandonado la electricidad, pues-
to que eila no representaba para ellos mas que una curio-
sidad sin interés practico no existiria en el siglo XX ni la
telegrafia, ni la electroquimica, ni ia electrotéenica. Los fi-
sicos obligados a elegir no van Gnicamente guiados por la
utilidad. ;Cdémo hacen entonces para escoger entre los
hechos naturales? Lo hemos explicado ya en €} capitulo
anterior; los hechos que les interesan son los que pueden
conducir al descubrimiento de una ley; o sea los que soun
anilogog a muchos otros, y que no se nos aparecen aisla-
dos, sino estrechamente agrupados con otros. El hecho
aislado choca tanto al vulgo como al sabio. Pero es que
el fisico solamente sabe ver el lazo que une varios hechos
en los que la analogia es profunda, pero oculta. La anéc-
dota de la manzana de Newton es probable que no sea
verdadera, pero es simbdlica, hablemos entonces como si
1o fuera. Debemos creer que antes que Newton hubo mu-
chos hombres que vieron caer manzanas: sin embargo nin-
guno dedujo nada. Los hechos serian estériles si no hubie-
ra espiritus capaces de escoger entre ellos, discerniendo
aquellos detras de cuales se oculta alguna cosa y de
reconocer lo que se oculta detrés, espiritus que en el he-
cho bruto verdn el alma del hecho.

En mateméaticas hacemos mas o menos Ia misma cosa;
de los diversos elementos que disponemos, podemos hacer
millones de combinaciones diferentes, pero cada una de
estas combinaciones, mientras esté aislada, estd completa-
mente desprovista de valor. Nos ha costado a menudo mu-
cho trabajo construirla, pero esto no nos sirve absoluta-
mente de nada, si no es para darnos un tema de deber
para la ensefianza secundaria. Sucederi todo lo contrario
el dia en que esta combinacién entre en una clase de
combinaciones andlogas y en la que habremos notado esta
fﬁnalogia; no nos hallaremos mas en presencia de un heeho,
pero sf de una ley. Y ese dia, el verdadero inventor no
serd el obrero gue pacientemente habrd edificado alguna
de estas combinaciones, sera el que haya puesto en eviden-
cia su analogia. Bl primero no habria observado maés que
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el hecho, el otre habri percibido el alma del hecho, A me-
nudo para afirmar esta analogia le habria bastado inven-
tar una palabra nueva y esta palabra habria sido crea-
dora; la historia de la Ciencia nos provee de una canti-
dad de ejemplos que a todos nog son familiares.

El célebre fildésofo vienés Mach dijo, que el papel de la
ciencia es producir economia de pensamiento de la misma
manera que la maquina produce economia de esfuerzo. Y
esto se muy justo. El salvaje cuenta con sus dedos, o jun-
tando pequefias piedras. Ensefiando a los nifios la tabla de
muitiplicar, les ahorraremos para méas tarde innumerables
maniobras con piedras. Con piedras o de otra manera al-
guien ha comprobado que 6 veces 7 son 42 y ha tenido la
idea de anotar el resultado, es por esto que no tenemos
necesidad de volver a comenzar.

Este no ha perdido su tiempo, aunque hubiera calculado
nada més que por placer; la operacién no le ha requerido
més de dos minutos, habria exigido dos mil, si mil hom-
bres la hubieran vuelto a comenzar después de él.

La importancia de un hecho se mide entonces por su
rendimiento, es decir, por la cantidad de pensamiento que
nog permite esonomizar.

En Fisica los hechos de gran rendimiento son los que
entran en una ley muy general, puesto que permiten pre-
ver un gran nimero de ellos; lo mismo sucede en matema-
ticas. Me he dedicado a un calculo complicado y he llegado
penosamente al resuliado; no seria recompensado en mi
esfuerzo si no hubiera llegado a ser capaz de prever los
resuitades de otros resultados andlogos y dirigirles con
seguridad evitando los tanteos a los que tuve que regignar-
me la primera vez. No habria perdido el tiempo si estos
mismos tanteos acabaran por revelarme la profunda ana-
logia del problema que he tratado con una clase muche
mas extensa de otros problemas; si me hubieran ensefiado
a la vez los parecidos y las diferencias; si, en una palabra,
me hubieran hecho entrever la posibilidad de una genera-
lizacion. No es un resultado nuevo que habria adquiride,
es una fuerza nueva.

Una férmula algebraica que nos da la solucién de un
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tipo de problemas numéricos, siempre que se reempiacen
al final las Ietras por ntmeros, es el ejemplo simple que
se presenta al espiritu. Gracias a ella un solo céilculo aige-
braico nos ahorra el trabajo de recomenzar constantemen-
te nuevos calculos numéricos. Pero esto no es mas que un
grosere ejemplo; todo ¢l mundo sabe que hay analogias
que no pueden expresarse por una férmula ¥ que son las
més valicsas.

Un resultado nuevo tiene valor cuando reiine elementos
conocidos, hace mucho tiempo, pero dispersos hasta el
punto de parecer extraiios los uncs a los otros, e introduce
de repente el orden donde reinaba el desorden. MNos per-
mite ver entonces en conjunto cada uno de estos elemen-
tos y el lugar que ocupan en éste. KEste nuevo hecho
1no es solamente de gran valor por él mismo, sino que él
solo les da valor a los viejos hechos que relaciona.

Nuestro espiritu es enfermizo como lo son nuestros sen-
tidos; se perderia en la complejidad del mundo si esta
complejidad no fuera armoniosa. No veria los detalles
sino lo mismo que un miope y estaria obligado a olvidar
cada uno de ellos antes de examinar el siguiente, puesto
que seria incapaz de abarcarlos todos. Los tnicos hechos
dignos de nuestra atencion son los que introducen el orden
en esta complejidad y la rinden por lo tanto accesible.

Los mateméaticos atribuyen una gran importancia a la
elegancia de sus métodos y de sus resultados, esto no es
s6lo por diletantismo. {Qué es lo que nos da, en efecto, en
una solucién, en una demostracion, el sentimiento de la
elegancia? Es la armonia de las diversas partes, su sime-
tria, su feliz equilibrio, es en una palabra todo lo que
pone orden, todo lo que da unidad y que nos permite por
lo tanto ver claro y comprender el conjunto al mismo tiem-
pro que los dstalles. Pero precisamente esto es lo que le
da un gran rendimiento; en efecto, cuanto mas claramen-
te veamos este conjunto, mejor nos daremos cuenta de su
analogia con otros objetos vecinos, méas probabilidades
tendremos, por consiguiente, de adivinar las generalizacio-
nes posibles, La elegancia puede provenir del sentimiento
de lo imprevigto por el encuentro inesperado de objetos
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que no estamos acostumbrados a relacionar; ahi aun es
fecunda, puestec que nos descubre los parentescos hasta
entonces desconocidos; también es fecunda cuando resul-
ta del contraste entre la sencillez de los medios y la com-
plejidad del problema planteado; nos hace reflexionar en-
tonces sobre la razén de este contraste y lo méds frecuente
es que nos haga ver que esta razén no es debida al azar,
que se encuentra en cualguier ley insospechada. ¥in una
palabra, el sentimiento de la elegancia mateméatica no es
otra cosa que la satisfaccién debida a no sé qué adaptacién
entre la solucién que se acaba de descubrir y las necesida-
des de nuestro espiritu y es a causa de esta adaptacién
que la sclucién puede ser para nosotros un instrumento.
Esta satisfaccién estética estd por consiguiente unida a
la economia de pensamiento. Otra vez més la comparacién
del Erechtheién me viene al espiritu, pero no deseo em-
plearla con demasiada frecuencia.

Es por la misma razén que, cuande un caleulo un poco
largo nos ha conducido a cualquier resultade simple y
sorprendente, no estamos satisfechos hasta tanto no haya-
mos mostrado que podiamos haberlo previsto, si no todo el
resultade, por lo menos sus trazos mas caracteristicos.
iPor qué? ;Qué es lo que nos impide contentarnos con un
célculo que nos ha ensefiado, segiin parece, codo lo que
deseariamos saber? Es porque en casos anilogos, el gran
caleulo no podria servirnos de nuevo, seglin parece no
sucede lo mismo con el razonamiento, a menudo medio in-
tuitivo, que podia habernos permitido preverlo. Como este
razonamiento es cierto, vemos al mismo tiempo todas las
partes, de manera que se da uno cuenta inmediatamente
de lo que hacia falta cambiar para adapiarlo a los proble-
mas de la misma naturaleza que pucdan presentarse.
Puesto que €l nos permite prever si la solucién de éstos
serd simple, nos muestra también si el edlculo merece ser
emprendido.

Lo que acabamos de decir basta para demosirar cuan
vano seria reemplazar per un procedimiento mecanico
cualquiera la libre iniciativa del matematico. Para obtener
un resuitado que tenga valor real, no es suficiente crear
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continuamente céleulos y més céleules, poseer una magquina
para ordenar las cosas; esto nos indica que no es solamente
el orden, sino el orden inesperado el que produce algo. La
maquina puede trabajar gobre el hecho bruto, pero nunca
logrars aprehender el alma de éste.

Desde mediados del siglo pasado, los mateméticos han
tratado con ahinco creciente de alcanzar Ia certeza abso-
luta; tienen razon y esta tendencia se acentuard cada vez
méas. En matematicas la certeza no es todo, mas sin ella
no hay nada; una demostraciéon que no sea rigurosa, es
la nada. Creo que a nadie se le ha de ocurrir discutir esta
verdad. Pero si se la tomara demasiade al pie de la letra,
se podria inferir que antes del afio 1820, por ejemplo, no
habia mateméticas, esto seria excesivo; los geémetras de
ese entonces sobreentendian voluntariamente lo que nos-
otres explicamos mediante prolijos discursos; claro es que
esto no quiere decir que no se hubiesen apercibido de
todo; pero pasaban por encima demasiado rdapidamente, ¥
para verlo bien hubiera sido necesario que se hubieran
molestado en decirnoslo.

(Es acaso necesario decirlo tantas veces? Los que pri-
mero se han preocupado.del rigor, nos han dado razona-
mientos que debemos tratar de imitar, pero si las demos-
traciones del futuro deben ser construidas sobre este mo-
delo, los tratados de mateméticas se tornarian muy ex-
tensos; si temo por el tamafio no es solamente gue me
preocupe por el amontonamiento que se produciria en las
bibliotecas, sino porque al alargar nuestras demostracio-
nes perderian esa aparencia de armonia de la cual acabo
de explicar hace un momento la utilidad.

Es hacia la economia del pensamiento que se debe ten-
der, no es suficiente dar modelos para imitar. Es preciso
que se pueda después de nesotros abandonar esos modelos
vy en lucar de repetir un razonamiento ya hecho, resu-
mirlo en algunas lineas. Y es en esto que se ha logrado el
éxito varias veces: por ejemplo, existia una clase de ra-
zonamientos que se parecian y que se enconiraban en
todas partes; eran perfectamente rigurcsos, pero eran
larges. Un dia se imaginé la palabra uniformidad de la
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convergencia y esta sola palabra los ha tornado intti-
les; ya no hay mas necesidad de repetirlos, puesto que se
sobreentienden. Los que dividen las dificultades en cuatro,
pueden, pues, hacernos un doble servicio, primero ense-
fiarnos & actuar como ellog en la necesidad, pero sobre
todo permitirnos lo mas a menudo posible de no hacer
nada como ellos, sin sacrificar nada al rigor.

Acabamos de ver a través de un ejemplo cudl es la im-
portancia de lag palabras en mateméaticas; podria citar
muchos otros. Como bien dice Mach, no podemos darncs
cuenta bhien de cuinto pensamiento puede eccnomizar una
palabra bien elegida. No recuerdo si ya he dicho que las
matematicas son el arte de dar el mismo nombre a cosas
diferentes. Es conveniente que estas cosas diferentes por
la materia, sean parecidas por la forma, que puedan, vil-
ganog la frase, fundirse en el mismo molde. Cuando el
lenguaje ha sido bien elegido, nos sorprende ver que todas
las demostraciones hechas para un objeto conocido se apli-
can inmediatamente a muchos objetos nuevos; no hay que
cambiar nada, ni lag palabras, puesto que los nombres se
han vuelto idénticos.

Una palabra bien elegida eg suficiente muchas veces
para hacer desaparecer lag excepciones que traen las re-
g2las enunciadas en el antiguo lenguaje; es para esto que
se han imaginado las cantidades negativas, las cantidades
imaginarias, log puntos del infinito y no sé cuintas mas;
las excepciones, no lo olvidemos, son pernicicsas, puesto
gue ocultan las leyes.

Tsta es una de las caracteristicas en las que se reco-
nocen los hechos de gran rendimiento, son los que permi-
ten esas felices innovaciones del lenguaje. El hecho bruto
ge halla algunas veces desprovisto de interés, se le ha
podido sefialar muchas veces sin haber prestado gran
gservicio a la Ciencia; no adquiere valor hasta el dia en
que un pensador méas perspicaz se da cuenta de la reiacién,
relacién que pone inmediatamente en evidencia y que
simboliza mediante una palabra.

Los fisicogs obran lo mismo, han inventado la palabra
energia y esta palabra ha sido prodigiosamente fecunda,
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pruesto que también crea la ley eliminando las excep-
ciones y designa con la misma palabra cosas diferentes
por la materia y parecidas por la forma.

Entre las palabras que han ejercido méas influencias
sehalaré las de grupo y las invariables. Nos han hecho
conocer la esencia de muchos razonamientos mateméticos;
nos han mostrado en cuantos casos los viejos mateméaticos
consideraban los grupos sin saberlo y e¢bmo, creyéndose
muy alejados los unos de los otros, se enconiraban de
pronto aproximados sin comprender por qué.

Hoy diriamos que habian encarado los grupos isomorfos,
Sabemos ahora que en un grupo la materia interesa poco,
que es solamente la forma la que interesa y que cuando
se conoce bien un grupo, se conocen por consiguiente todos
los grupos isomorfos; y gracias a estos nombres de gru-
pos e iscmorfismo que resumen en pocas silabas esta
regla sutil y la tornan en seguida familiar a todos los
espiritus, el trinsito es inmediato y puede hacerse eco-
nomizando todo esfuerzo de pensamientos. La idea de
grupo se une por lo tanto a la de transformacén, ¢por
qué se atribuye tanto valor a la invencién de una nueva
transformacién?, pues porque de un solo teorema mnos
vermite sacar diez o veinte; tiene el mismo valor que un
cero colocado a la derecha de un nilimero entero.

Esto es lo que ha determinado hasta ahora el sentido
del movimiento de la ciencia mateméatica y lo que lo ha de
determinar en el futuro.

Pero a esto contribuye también la naturaleza de los
problemas que se plantean. No podemos olvidar cuil dehe
ser nuestro propésito; de acuerdo a mi opinién este pro-
poésito debe ser doble; nuestra ciencia confina a la vez con
la Filosofia y con la Fisica y es para estos des vecinos
para quienes trabajamos. Es por eso que hemocs visto y
veremos adin marchar las mateméticas en dos direcciones
opuestas.

Por un lado la ciencia matematica debe reflexionar so-
bre plla misma, y esto es util, porque cavilar sobre ella
misma es reflexionar sobre el espiritu humano que la ha
ereado, tanto més puesto que entre las multiples creaciones
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del hombre esg esta clencia la que menos ha pedido al
exterior, en una palabra, la més pura y esencial. Eg por
esto que ciertas especulaciones matematicas son ttiles, por
ejeraplo, 1as que encaran el estudio de log postuladoes, de
las geometrias no acostumbradas, de las funciones de
porte extrafio. Cuanto mas estas especulaciones se aparien
de las concepciones méas comunes y por consiguiente de la
naturaleza v de sus aplicaciones, mejor nos mostraran lo
que el espiritu humano es capaz de hacer cuando se subs-
trae a la tirania del mundo exterior, por consiguiente nocs
lo harin conocer mejor en cuanto a &l mismo.

Pero eg del lado opuesto al de la naturaleza que hace
falta dirigir el grueso de nuestra armada.

Alli nos encontramos al fisico o al ingeniero gue nos
dicen: «{Podria usted integrarme esta ecuacién diferen-
¢ial? La necesitaré dentro de ocho dias para tal construc-
cién que debe ser ferminada para tal fecha.» «HEsta ecva-
cidn, responderemos, no entra en uno de los tipos integra-
bles, y usted bien sabe que no hay mas.» «Si, lo 38, ;pero
entonees para qué sirve usted?»> A menudo bastaria llegar
a un acuerdo, el ingeniero en realidad no necesita lo inte-
gral en términos finitos; necesita conocer el porte general
de la funcién integral, o simplemente una cierta cifra facil
de deducir de este integral en caso de conocerlo. Por regla
general no lo conoce; pero podria calcular esta cifra sin
81, si supiese justamente de qué cifra el ingeniero tiene
necesidad y con qué aproximacion,

Antes no se consideraba resuelta una ecuacidén sino
cuando se habia expresado Ia solucidén con ayuda de un
nliimero finito de funciones conocidas; pero esto apenas si
es posible mis que en ¢l uno por ciento, Lo que siempre
podemos hacer es resolver ol problema cualitativomente,
eg decir, tratar de conocer la forma gencral de la eurva,
que representa la funcion desconocida.

Hes gueda luego por encontrar la solucidn cunantitativa
del problema; pero si lo desconocido no puede ser deter-
minado por un caleculo finilto, lo podemos representar
siempre por una serie infinita convergente que permita
caleularlo. jPueds esto considerarse como una selucién?
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Se cuenta que Newton comunicé a Leibnitz un anagramsa
poco mis ¢ menos como éste:asanabbbeeeii, ete. Leibnite,
naturalmente, no comprendié nada; paro nosotros, que te-
nemos la clave, sabemios que este anagrama quiere decir,
traduciéndolo al lenguaje moderno: «Yo ¢é integrar todas
las ecuaciones diferenciales.s Claro es, que una de dos, o
Newton tuvo snerte, o se hacia singulsres ilusiones. Queria
simplemente decir gque podia formar (por el método de loa
coelicientes indeterminados) una serie de potencias satis-
faciendo formalmente la ecuacién propuesta.

Hoy una solucién parecida no nos satisfaceria més por
dos razones: porque la convergencia es demasiado lenta v
porque los términos se suceden sin obedecer a ninguna
ley. Por el contrario, la serie (x) nos parece satisfacto-
ria, primero porque converge muy rapida (esto es para
el practicante que desea obtener su niimero lo antes po-
gible) y segundo porque vemos de un sdlo vistazo la ley
de términos (esto es para satisfacer las necesidades estéti-
cas del tedrico). «

Pero entonces no hay problemas resueltos v otros
gue no lo estén; sélo hay problemag més o menos resuelios,
segln lo gean por una serie convergente mAs o menos ra-
pida, o bien regidos por una ley mas o menos armoniosa.
Ocurre a veces que una solucién imperfecta nos conduce
hacia una solucién mejor. Sucede a menudo que la serie
es de una convergencia tan lenta que el cileulo es imprac-
ticable ¥ no se logra demostrar méas que la posibilidad
del problema,

Entences el ingeniero encuentra esto irrisorio y tiene
razdn, puesto que no le ayudara a terminar la consiruc-
cién para la fecha fijada. Se preocupa poco da saber si esto
serz Gtil a los ingenieros del siglo X XTI, Nosotros pensa-
mos de distinfa manera, algunas veces somos méas felices
de haber ahorrado un dia de trabajo a nuestros nietos que
una hora a nusstros contemporaneos.

Alguna vez tanteando empiricamente, digdmoslo asi, e~
gamos a una férmula suficientemente convergente., ; Qué
més quiere usted?, nos dice el ingenierc; sin embargo, a
pesar de todo, no nos damos por satisfechos, hubiéramos




HENRY POINCARZE

querido prever esta contingencia. ;Por qué? Porgue si la
hubiéramos previsto una vez, sabriamos preverla otra. He-
mos tenido éxito, es poca cosa a nuestros ojos, si no tene-
mos la firme esperanza de volver a comenzar.

A medida que la ciencia evoluciona es més dificil abar-
carla, en vista de ello se la divide a fin de estudiarla deta-
lladamente; en una palabra, esto es especializarse. Bi se
exagera en este sentido seria un absticulo para el pro-
gresoe de la Ciencia. Ya lo hemos dicho, es por aproximea-
ciones inesperadas entre las diversas partes que se efec-
téan los progresos. Especializarse mucho seria lo mismo
que prohibir estas aproximaciones. Ksperemos que en
congresos como los de Heidelberg vy Roma, poniéndonos
en contacto los unos con los otros, abriremos miradores
sobre el campo del vecino, obligédndonos a compararlo con el
nuestro, v de esta manera saldremos un poco ‘de nuestro
pequefio villorio; ese seria el mejor remedio para el peli-
gro que acabo de ensefiar,

Pero me he detenido demasiado en estas generalidades y
es necesario entrar cn el detalle.

Pasemos revista a las ciencias particulares que forman
las Matematicas; veamos lo que cada una de ellas ha
hecko, hacia donde nos conducen y qué es lo que se puede
esperar de ellas. 3i lo que precede es justo, observaremos
cue los grandes progresos del pasado se han producido
cuando dos de estas ciencias se han aproximade, cuando
hemos tenido conciencia de la similitud de sus formas, a
resar de lo dispar de sus materias, cuando se han modelado
is una sobre la otra, de tal manera que cada una de ellas
pudo aprovecharse de las conquistas de la otra. Debemos
también entrever en acercamientos de este género los
progresos del porvenir.

LA ARITMETICA

Los progresos de la aritmética han sido mucho més lentos
que los del Algebra v de! Anilisis, es facil comprenderlo;
el sentimiento de la continuidad es una guia inapreciable
de la cual carece el aritmético, cada nimero enieroc estd
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separado de los otros, tiene permitaseme expresarlo asi,
cada uno de ellos una especie de excepcidn, y es por eso
que los teoremas generales son més raros en la teoria de
los numeros y los que existen estidn mdas ocultos y han de
escapar por mas tiempo a les investigadores.

Si la aritmética estd retrasada con respecto al dlgebra
v al analisis, le conviene tratar de modelarse sobre estas
cienciag para aprovecharse con adelantos. El aritmético
debe guiarse por las analogias con el Algebra. Estas ana-
logias son numerosas y si, en muchos casos, no han sido
estudiadas bastante profundamente como para ser de uti-
lidad, son presentidas por lo menos después de largo tiem-
po; el lenguaje de estas dos ciencias indica que ya se las
ha apercibido. Asi se habla de ntimeros trascendentes, nos*”
damos cuenta en seguida que la clasificacion futura de
égtos tiene ya por imagen la clasificacion de lag funciones
tragcendentaleg, y sin embargo no vemos muy bien todavia
cémo podremos pasar de una clasificacién a otra; pero si
la hubiéramos visto ya, estaria hecho y no seria la obra del
futuro. Bl primer ejemplo que se me ocurre es el de la
teoria de las congruencias, en la que se encuentra un para-
lelismo perfecto con la de las ecuaciones algebraicas. Claro
es que se llegard a completar este paralelismo, que debe
subsistir, por ejemplo, entre la teoria de las curvas alge-
braicas y la de las congruencias de dos variantes.

Cuando los problemas relativos a las congruencias con
varias variantes sean resuelfos, se habra dado el primer
paso hacia la solucion de muchas cuestiones de anélisis
indeterminado.

EL ALGEBRA

La teoria de las ecuaciones algebraicas detendrd mucho
-tiempo afin la atencién de los gedémetras; los lados por don-
de ge la puede estudiar son numerosos y diversos.

No hay que creer que el Algebra estd agotada porgue
nes provea de las reglas necesarias para formar todas las
combinaciones posibles; nos falta buscar las combinaciones
interesantes, las que satisfacen tal o cual condicién. De
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esta manera se constituird una especie de Anilisis inde-
terminado en el que las incégnitas no serin még nidmeros
enteros sino polinomios.

Entonces esta vez es el Algebra quien se modela sobre
la Aritmética, guidndose sobre la analogia del nimero
entero, ya sea con el polinomio entero de coeficiente cual-
guiera, o con el polinomio entero de coeficiente enteroc.

LA GEOMETRIA

Parece como gi la Geometria no pudiera contencr nada
que no se hubiera tratado ya en el Algebra o en el Ana-
lisis; que los hechos geométricos no fueron otra cosa que
los hechos algebraicos o analiticos expresados en otro
lenguaje.

Se podria creer entonces que después del examen que
acabamos de pasar, no nos quedaria nada por agregar que
se refiriera especialmente a la Geometria.

Esto seria deseconocer la importancia de un lenguaje
bien constituido, no comprender el sentido que se les puede
dar a las mismas cosas, la manera de expresarlas y por
consiguiente de agruparlas.

En primer lugar las consideraciones geométricas nos
conducen 3 plantearnos nuevos problemas; son si se quiere
problemas analiticos, pero que no nos hubiéramos plantea-
do con motivo del anilisis. El analisis se aprovecha sin
embargo, de la misma manera que ge aprovecha de lo que
estd obligado a resolver para satisfacer las necesidades
de la Fisica.

Una gran ventaja de la Geometria es que los sentidos
pueden socorrer a la inteligencia y ayudarla a entrever la
ruta a seguir; muchos espiritus prefieren por eso llevar
los problemas del anélisis a la forma geométrica. Desgra-
ciadamente nuestros sentidos no pueden conducirnos muy
lejos; se alejan desde el momento en que queremos salir
fuera de lag tres dimensiones cldsicas. {Quiere esto decir
que fuera de este dominio restringido donde parecen que-
rer encerrarnos, no debemos contar méas que sobre el ana-
lisis pure? (Que toda geometria que tenga mas de tres
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dimensiones es vana y sin objeto? En la generacidn que
nos ha precedido, los més grandes maestrog hubieran con-
testado: «B3i, hoy en dia estamos tan familiarizados con
esta nocidén que podemos hablar de ella ineluso en un curse
univergitario sin provocar demasiada sorpresa.»

Pero ,para qué puede servirnos? Fs facil saberlo: ex-
presa en términos muy concisos lo que el lengunaje analiti-
co ordinario diria en frases complejas. Ademas, este len-
guaje nos hace denominar con el mismo nombre lo que se
parece y afirma de las analogias, no dejandonoslo olvidar.
Nos permite por lo tanto orientarnos en este espacio que
es demasiado grande para nosotros y que no podemos ver,
recordandonos sin cesar el espacio visible que no es mas
que una imagen imperfecta sin duda, pero que aun es una
imagen. Aqui, como en todos los casos anteriores, s la
Analogia con lo simple lo que ros permite comprender lo
que es complejo.

¥sta Geometria de més de tres dimensiones no es una
simple Geometria Analitica, no es solamente cuantitativa,
también es cualitativa, y es por ello que eg més interesants.
Hay una ciencia que se llama el Andlisis Situs y que tiene
por objeto el estudio de las relaciones de posicién de los
diversos elementos de una figura, abstrayendo sus tama-
fios. Ksta Geometria es solamente cualitativa, sus teoremas
serian verdaderos si las figuras, en vez de ser exactas,
fueran groseramente copiadas por un nifio. Se puede tam-
bién hacer un Andlisis Situs de mas de tres dimensiones.
Su importancia es tan grande que nunca ge podria insistir
lo bastante sobre ello; el partido que ha sacado Riemann,
une de sus principales creadores, bastaria para demostrar-
Io. Eg necesario que se la llegue a construir completamente
en log espacios superiores; tendremos un instrumento que
nos permitivd realmente ver en el hiperespacic supliendo
nuestros sentidos.

Los problemas del Andlists Situs no se habrian, por ctra
parte, planteado si no ge hubiera hablado més que en len-
guaje analitico; o més bien, me equivoeo, se habrian plan-
teado seguramente, pussto que su solucién eg necesaria a
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un gran ndmero de cuestones de analisis; pero se habrian
planteado aisladamente, los unos después de log otros y sin
qgue se hubiera notado su lazo comin.

EL CANTORISMO

Me he referido antes a la necesidad que tenemos de re-
cordar continuamente los primeros principios de nuestra
ciencia y al provecho que se puede sacar del estudio del
egpiritu humano. Es esta necesidad la que ha inspirado
dos tentativos que han ocupado un gran lugar en la hig-
toria de las Mateméticas en estos Gltimos afios. La prime-
ra es el Cantorismo cuyo aporte a la eiencia todo el mundo
conoce, Cantor ha introducido en la ciencia una manera
nueva de considerar el infinito mateméatico, ya tendremos
ocasidén de volver sobre esto en el eapitulo VII. Uno de los
rasgos mas caracteristicos del Cantorismo es que en lu-
gar de elevarse a lo general edificando construcciones ¢ada
vez mag complicadas v de definir por construcecién, parte
del genus supremus y no define como lo hubieran hecho
los escolasticos pergenus proximun et diferentiam specifi-
com. De ahi el horror que algunas veces han ingpirado a
ciertos espiritus, a Hermitte por ejemplo, cuya idea favo-
rita era comparar las ciencias naturales con las matema-
ticas. En la mayoria de nosotros estas prevenciones se
habian disipado, pero ha ocurrido que se ha chocado con
clertas paradojas y contradicciones aparentes que hubieran
colmado de gozo a Zendén de Elea y a la escuela de Megara.
Entonces todos a buscar el remedio. Por mi parte, pienso
v no soy el tGaico, lo importante estd en no introducir mas
que otros seres que lo puedan definir completamente en
un ndmero finito de palabras. Cualquiera que sea el re-
medio adoptado, nos podemos prometer el placer que un
médico experimenta al ser llamado para seguir un intere-
sante easo patoldgico.
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LA BUSQUEDA DE LOS POSTULADOS

Nos hemos esforzado en enumerar los axiomas y postu-
lados méis o menos disimulados que sirven de fundamento
a las diferentes teorias mateméticas. El sefior Hilbert ha
opbtenido brillantes resultados. Parece al principio que
este dominio fuera limitado, que no hubiera nada més por
hacer cuando el inventario estuviera terminado, lo gue
sucederia pronto. Pero cuando se tenga todo enumerado
avn quedaran bastantes maneras para clasificarie todo,
pues un buen biblictecario encuentra siempre en qué ocu-
parse y cada nueva clasificacién es de utilidad al filésofo.

Detengo este examen que no podria ni en suefios pre-
sentar completo. Creo que estos ejemplos habran gido su-
ficientes para mostrar por qué mecanismo las ciencias ma-
tematicas han progresado en el pasado ¥ en qué sentido
deben marchar en el futuro.



CAPITULOC III

LA INVENCION MATEMATICA

La génesis de la invencién mateméitica es un problema
que debe inspirar mucho interds al psicolégo. Es el acto
en el eual el espiritu humano prescinde mas de! mundo
exterior, en el que no obra més que por él mismo y sobre
él mismo, de manera que estudiando los procescs del pen-
samiente geométrico, podemocs tener esperanzas de alcan-
zar lo més esencial de &l.

Se lo ha comprendido desde hace mucho tiempo; no hace
mtuchos meses una revista titulada Lo Ensefianza BMaiemd-
tica, dirigida por los sefiores Laisant y Fehr, emprendis
una encuesta sobre las costumbres del espiritu y los méto-
dos de trabajo de los diferentes mateméticos,

Habia ya esbozado los principales trazos de este articu-
lo cuando los resuitados de la encuesta fueron publicados;
no pude por consiguiente utilizarios, me limitaré a decir
que la mayoria de los testimonios confirman mis conclu-
siones, no digo que la unanimidad, puesto que cuando se
consulta el sufragio universal no puede uno vanagloriarse
de reuniria.

Un primer hecho debe sorprendernos, o més bien debia
sorprendernos si no estuviésemos tan acostumbrados.  Co-
mo es que hay gentes que no comprenden las Mateméiticas?
Si las Mateméticas no invocan més que las leyes de la
Légica aceptadas por todos los espiritus centrados; si su
evidencia estd fundada sobre los principios comunes a to-
dos los hombres y que ringuno podria negar sin estar
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Ioco, ;como es que existen tantas personag refractarias a
cllas?

Que todo el mundo no tenga capacidad de inventiva no
tlene nada de particular. Que todos no puedan retener una
demostracién que hayan aprendido anteriermente, pase
aln, pero que no todog puedan comprender un razonamien-
to matemético, cuando se lo expone, he aqui lo que al
reflexionar parece sorprendente. Sin embargo, los que no
pueden seguir este razonamiento sino con gran trabajo
son la mayoria; esto es indudable y la experiencia de los
maestros de la ensefianza secundaria no me contradecira
seguramente.

Hay mas atn. [ Cémo eg posible el error en Mateméti-
cas? Una inteligencia sana no debe cometer una falta de
légica y, sin embargo, hay espiritus muy finos que no
tropezarin en un razonamiento muy corto, tal como los que
deben efectuar en los actos comunes de la vida, que, sin
embargo, sen incapaces de seguir o de repetir sin equi-
vocarse las demostraciones de matemaéticas, que gi bien son
mas largas, no son después de todo méis que una acumu-
lacién de pequefios razonamientos, anidlogos a los que se
hacen con tanta facilidad todos los dias. (Es necesario
agregar que los matemdéticos tampoco son infalibles? La
respuesta nos parece necesaria. Imaginemos una larga
serie de silogismos en los cuales las conclusiones de los
primeros sirvan de premisas a los siguentes: seremos
capaces de comprender aigunos de estos silogismos; y no
es al pasar de lag premisas a la conclusién donde correre-
mos el riesgo de equivocarnos. Pero entre el momento en
gue encontramog por primera vez una proposicidn come
conciusién de un silogismo y aquel en que la volvemos
a encontrar como premisa de otro silegismo, habri trans-
currido a weces mucho tiempo, habremcs desarrollade nd-
meros anillos de la cadena; puede ocurrir también que se
Iz haya olvidado y lo que es peor atin, que nos hubiéramos
olvidado el sentido. Puede, pues, entonces, acontecer que
se la reemplace por una propesicidén diferente, o que, con-
servando el mismo enunciado, que se le atribuya otro sen-
tido, es asi como se estd expuesto al error.
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A menudo el matematico debe servirse de una regla:
naturalmente comienza a demostrar esta regla; mientras
la demostracion estd fresca en la memoria, comprende per-
fectamente su sentido y su alcance y no corre el riesgo de
alterarla; pero en cuanto confia en su memoxria y no la
aplica mas que de una manera mecinica, entonces si la
memoria le llega a fallar puede aplicarla al revés, Es de
esta manera, presentado un ejemplo simple y casi vulgar,
como a veees nos equivocamos en operaciones de calculo
por haber olvidado nuestra tabla de multiplicar,

De esta manera la aptitud especial hacia lag mateméti-
cas serd debida a una memoria muy fiel, o bien a una
fuerza de atencién prodigiosa. Seria una cualidad aniloga
a la del jugador de whist, que recuerda las cartas tiradas,
o bien, para poner otro ejemplo, a la del jugador de aje-
drez que puede encarar un ndmero de combinaciones muy
grande y guardarlas en su memoria. Todo buen matema-
tico deberia ser al mismo tiempo buen jugador de ajedrez
v viceversa; todo buen jugador de ajedrez deberia ser
igualmente un buen calculador numérico. Cierfo esto ocu-
rre & veces: Gauss era a la vez un gedmetra de genio y
un calculador muy rapido y seguro.

Pero hay excepciones, o mag bien me equivoco, no puedo
HNamar a esto excepciones, pues si no las excepciones gerian
més numerosas que los casos ajustados ala regla. Es Gauss
por el contrario quien era una excepcién. En cuanto a mi,
estoy obligado a confesarlo, soy incapaz de hacer una
suma sin faltas. Seria igualmente muy mal jugador gz
ajedrez; calcularia bien que jugando de tal manera me
expongo a tal peligro; pasaria revista a muchos otros gol-
pes que rechazaria por otras tantas razones, y acabaria por
jugar la combinacién examinada al principio, habiendo
olvidado en el intervalo el peligro previsto.

HEn una palabra, mi memoria no es mala; pero es insu-
ficiente para hacer de mi un buen jugador de ajedrez.
i Por qué no me falla en un razonamienio matemstico en
el que la memoria de ios jugadores de ajedrez se perderian?
s evidente: porque es guiada por la marcha general del
razonamiento. Una demosiracién matematica no es una
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vimple yuztaposicién de silogismos; son silogismos coloce-
ios en un cierto ovden, y el orden en el cual estédn coloca-
dos estos elementos es mucho méas importante que ellos
misraoes. Si tengo el sentimiento, la intuicién de este or-
dent, de manera que me pueda dar cuenta rapidamente del
conjunto del razonamiento, no debo temer mas olvidarme
de uno de los elementos, cada uno de ellog vendra a colo-
carse en el cuadro que le he preparado, sin que haya hechc
ningan esfuerzo de memoria.

Ie parece entonces, repitiendo un razonamienio apren-
dido, que lo hubiera podido inventar; esto no es con fre-
cuencia més que una ilusién; pero, asimismo, aunque no
soy bastante fuerte para erear por mi mismo, lo vuelvo a
inventar a medida que lo repito.

Se concibe que este sentimiento, esta intuicién del orden
mateméatico que nos hace adivinar las armonias y las rela-
cioneg ocultas, mo puede pertenecer a todo el mundo. Los
unos no poseerdn ni este sentimiento delicado gdificil de
definir, ni una fuerza de memoria y de atencién por enci-
mwa de lo vulgar, entonces serén incapaces de comprender
las Hatemaéticas un poco elevadas; esto ocurre en la ma-
yoria. Otros no tendrén este sentimiento més que en débil
grado, pero estarin dotados de una memoria poco comin
y de una gran capacidad de atencidén. Aprenderin de me-
moria los detalles unos después de log otros, podrin com-
prender las Matematicas y alguna vez aplicarlas, pero se-
ran incapaces de crear. Los otres, en fin, poseeran en un
grado mas o menos elevado la intuicién especial de que
acabo de hablar y entonces no solamente podran compren-
der las Matematicas aunque st memoria no tenga nads
de extraordinario, sino que podran llegar a ser creadores
v tratardn de inventar con més o menos éxito, segtn que
esta intuicién esté en ellos méis o menos desarrollada.

;Qué es en efecto la invencién mateméatica? No consiste
en hacer nuevas combinacicnes con otros seres matemati-
cos ya conocidos. Esto cualquiera pedria hacerlo, pero las
combinaciones que se podrian formar asi serian infinitas
y la mayor parte estaria totalmente desprovista de interés.

Inventar consiste precisamente en no construir combi-
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naciones inttiles, sino en construir sélo las que pueden
ser TGtiles, que no son més que una infima minoria. In-
ventar es discernir, es elegir.

Ya expliqué antes e¢dmo debe hacerse esta eleccidn; los
hechos materiales dignos de ser estudiados son los .que
por su analogia con otros son capaces de conducirncs al
conocimiento de una ley matematica, de la misma manera
que los hechos experimentales nog conducen al conoeimien-
to de una ley fisica. Son los que nos revelan pareniegecs
insospechados entre otres hechos conocidog desde hace
mucho tiempo, pero que erréneamsente se creyeron extra-
flog entre si.

Entre las combinaciones que se escogeran, las mas fe-
cundas serén frecuentemente las que estén formadas por
elementos de sitios muy alejados; y no quiero decir que
sea guficiente para inventar el acercar los objetos mas
dispares que sea posible; Ia mayor parte de las combina-
ciones que se formarian de este mode serian totalmente
estériles, pero algunas de ellas, muy pocas vecesg, serian las
més fecundas de ilodas.

Inventar, lo he dicho en otra oportunidad, es elegir, pero
la palabra no es del todo justa, hace pengar en un com-
prador 2l que se le presentan un gran ndmero de mues-
tras, que examina una después de la otra a fin de hacer
su eleceidn. En este caso lag muestras serian tan numero-
sas que una vida entera no bastaria para examinarias, No
es asi como las cosas suceden. Las combinaciones estéri-
les ni siquiera se presentardn al espiritu del inventor. En
el campo de su conciencia no apareceran méas que las com-
binaciones realmente Utiles y algunas que vechazari, pero
que participan un poco de log caractereg de las combina-
ciones Gtiles. Todo sucede como si el inventor fuera un
examinador de segundo grado, que no tuviera que exami-
nar mis que lcs candidatos declarades admisibles después
de una primera prueba.

L0 que he dicho hasta aqui es Io que se puede observar
e inferir leyendo los escritos de los gedmetras, con la tni-
ca condicién de reflexionar scbre esta lsctura.

Pero ya es hora de entrar més en el tema a fin de ver
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qué es lo que pasa en el alma misma del matemético. Pa~
ra esto creo que lo mejor que puedo hacer eg apelar a
recuerdog personales,

Voy a limitaime a contaros cdmo escribi mi primer fra-
bajo sobre las funciones fuchsianas. Cs pido perdédn, voy
a emplear algunas expresiones técnicas, pero no og debéls
asustar, pues no hay necesidad alguna que las compren-
dais. Diré, por ejemplo, que encontré la demostracion de
tal teorema en tales circunstancias, este teorema tendri
un nombre barbarce que muchos de entre ustedes desconoce-
ran, esto no tiene importancia, lo que e interesa al psicod-
loge no es el teorema, son las circunstancias.

Desde hacia quince dias me esforzaba en demostrar que
no podia existir ninguna funcién andloga a lo que yo
més tarde liamé funciones fuchsianas; en aguella époea
era muy ignovante; todos los dias me sentaba en mi mesa
de trabajo, pasaba una hora o dos, ensayaba un gran nG-
mero de combinaciones y no llegaba a ningdn resultado.
Una noche tomé café, contrariando mis costumbres, y no
me pude dormir; las ideas surgian en masa, las sentia como
choeaban, hasta que dos de ellas se engarzaron, por asi
decir, para formar una combinacidon estable. A la maifiana
siguiente ya habia establecido la existencia de una clase
de funciones fuchsianas, las que derivan de la serie
hipergeométrica; no hice méis que redactar los resultados;
no tardé mas que algunas horas.

Quise a continuacion representar estas funciones por
el cociente de dos series, esta idea fué perfectamente cons-
ciente y reflexionada: la analogia con las funciones elip-
ticas me guiaba. Me pregunté cuéles debian ser las pro-
piedades de estas series si ellag existiesen y llegué sin difi-
cultad a formar las series que he llamado thetafuchsianas.

Fn ese entonces me fui de Caen, donde vivia, para
tomar parte en un concurso geolégico emprendido por la
Escuela de Minas, Las peripecias del viaje me hicieron
olvidar mig trabajos matemdaticos; al llegar a Coutances,
subimos en un 6mnibus para no sé qué paseo, en el mo-
mento en que ponia el pie en el estribo la idea me vino sin
que nada en mis pensamientos anteriores me hubiera po-
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dido preparar para ella, que las transformaciones de que
habia hecho uso para definir las funciones fuchsianas
eran idénticas a las de la Geometria no-euclidia. No hice
la verificacién; no hubiera tenido tiempo, puesto que
apenas sentado en el 6mnibus prosegui la conversacidén co-
menzada, pero tuve en seguida la absoluta certidumbre.
De regreso a Caen, verifiqué el resultado més reposada-
mente para la tranquilidad de mi espiritu.

Me puse entonces a estudiar las cuestiones aritméticss

wsin gran resultado aparente y sin sospechar que ello pu-
diera tener la més minima relacién con mis anteriores
descubrimientos. Disgustado por mi fracase me fui a pa-
sar algunos dias al borde del mar y pensé en cualquier
otra cosa. Un dia pasedndome sobre el tajamar, la idea me
vino, siempre con log mismos caracteres de brevedad, ins-
tantaneidad y certeza inmediata, que las transformacio-
nes aritméticas de formas cuadradas ternarias indefini-
das eran idénticas a las de la Geometria ne-euclidia.

Va de vuelta, en Caen, reflexioné sobre este resultado
v saqué las consecuencias; el ejemplo de las formas cua-
draticas me ensefiaba que existian mas grupos fuchsiancs
gue los que correspondian a la serie hipergeométrica, vi
que podia aplicarlos a la teoria de la serie thetafuchsia-
na y que, por consiguiente, existian otras funciones fuch-
sianas ademis de las que se derivaban de la serie hiper-
geométrica, las tnicas que conocia hasta entonces, Me
propuse, naturalmente, formar todas estas funciones; hice
un asedio sistemético y fui sacando una tras otra fodas
las obras avanzadas; sin embargo habia entre ellas algu-
nag que se me resistian y cuya caida debia acarrear la de
los cuerpos de plaza. Pero todos mis esfuerzos no sirvieren
primero nada més que para hacerme conocer mejor la
dificultad, lo cual va era algo. Todo este trabajo fué per-
fectamente consciente.

Después de esto parti para Mont-Valerien, donde tenia
gue hacer mi servicio militar; tuve por lo tanto preocupa-
ciones muy diferentes. Un dia, atravesando el boulevard,
la solucién de la dificultad que me habia detenido se me



CIENCIA ¥ M TODO

aparecit de repente, No traté de profundizarla inmediata-
mente y fué solamente después de mi servicio que prose-
gui la cuestién. Tenia todos los elementos, no tenia méz
que juntarlos y ordenarlos. Redacté entonces mi memoria
definitiva de un trazo y sin ninguna dificultad.

Me limitaré a este Ginico ejemplo, es inttil multiplicar-
los; en Io que concierne a mis otros descubrimientos, ten-
dria que contar hechos anélogos y las objeciones aportadas
por otros mateméaticos en la encuesta de la Ensefionza
Matemdtica no podrian més que confirmarlos. ‘

Lo que sorprenders, primero, son estas apariencias de
iluminacién sibita, signo manifiesto de un largo trabajo
inconscienta anterior; el papel de ese trabajo inconscients
en la invencién mateméafica me parece indudable y se
hallardn huellas en otros casos donde es menos evidente.
A menudo cuande se trabaja en una cuestién no se hace
nada bueno ia primera vez que se pone uno a trabajar; tras
de esto se toma uno un reposo mis o mencs largo v
vuelve de nueve a sentarse a trabajar delante de su mesa.
BDurante la primera media hora se continfia no encontran-
do nada y después de golpe Ia idea decisiva se presenta a
la mente. Se podria decir que el trabajo consciente ha sgido
més fructifero, puesto que ha sido interrumpido y el re-
poso ha devuelto al espiritu su fuerza v su frescor. Pero
es mag probable que este reposo haya sido reemplazado
por un trabajo inconsciente y que el resultado de este
trabajo se haya revelado en seguida al gedmetra, lo mismo
que en los casos que he citado; solamente que la reve-
lacitn, en vez de efectuarse en un paseo o en un viaje, se
produce durante un periodo de trabajo consciente, pero
independientemente de este trabajo, que desempefia ade-
mas un papel de desprendimiento, como si fuera el aguijén
que hubiera excitado los resultados, ya adquiridos durante
el repogo pero que subgistian inconscientes, a tomar la
torma consciente.

Hay otra observacidn que hacer respecto a las condicio-
nes de trabajo de este trabajo inconsciente: es que él
no es posible, o en todo caso gue soclamente es fecundo, si
os precedido por una parte y seguido por ofra de un pe-



HENRY POINCARE

riodo de trabajo consciente. Jaméis (v los ejemplos gue
va he citado lo prueban bastante) estas inspiraciones
repentinas no se producen sinc al eabo de varios dias de
esfuerzog voluntarios, que han parecido absolutamente in-
fructuosos y donde se ha creido no hacer nada bueno, en
lIos que da la impresién de haber hecho una ruta totalmen-
te falsa. Egtos esfuerzos no han sido tan estériles como se
piensa, han puesto en marcha la méquina inconsciente; sin
ellos no habria marchado y ni por lo tanto producido nada.

La necesidad del segundo periodo de trabajo consciente
después de la inspiracién se comprende mejor afin. Hace
falta poner en orden los resultados de esta inspiracién,
deducir las consecuencias inmediatas, ordenarlas, redac-~
tar las demostraciones, pero sobre todo verificarlas. Hablo
del sentimiento de certeza absoluta gue acompafia la inspi-
racidn; en los casos citados este sentimiento no era enga-
fioso y frecuentemente se presenta asi: no hay que creer
que esto sea una regla gin excepeidén; con frecuencia este
gentimiento nos engaifia sin gue por ello gsea menos vivo, v
uno no se da cucnta de cllo sino cuando se ha esgtablecido
la demostracion. Observé sobre todo este hecho, por las
ideas que me han venido por la mahana ¢ por la noche en
mi lecho, en un estado semihipnagégico.

Tales son log hechos, he aqui ahora las reflexioneg que
nos inspiran. El yo inconsciente, o como hemos dicho, el
yo subconsciente degsempefia un papel capital en la inven-
cidn matematica, esto resulta de fodo lo que precede. Pero
se considera vulgarmente el yo subconsciente como pura-
mente automético. Ademés hemos visto que ¢} trabajo ma-
temético no es més que un simple trabajo mecénico, que
no podriamos confiar a una miquina por mas perfeccio-
nada que se la supusiera. No se trata solamente de aplicar
las reglas, de fabricar todas las combinaciones posibles,
de acuerdo a cisrtas leyes fijas. Las combinaciones asi
obtenidag serian demasiado numerocsas, infitiles v emba-
razosas. Il verdadero trabajo del inventor consigie en
elegir entre estas combinaciones a fin de eliminar las gue
son inttiles o més bien a no tomarse el trabajo de hacerlas.
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Las regias que deben guiar esta eleccién son tan finas y
delicadas que es poco mas 0 menos que imposible enunciar~
las en un lenguaje preciso; més bien se sienten que se
formulan. ;Cémo en estas condiciones pensar en una criba
capaz de aplicarlas mecénicamente?

Entonces una primera hipétesis se nos presenta: el yo
inconsciente no eg inferior al yo consciente; no es sélo
automatico, es capaz de discernir, tiene tacto, delicadeza,
sabe elegir y adivinar, Qué digo, méas afin, sabe adivinar
mejor gue ej yo consciente, puesto que ha tenido éxito
alli donde el otro ha fracasado. En una palabra, el yo in-
consciente ;no es superior al yo consciente? Ustedeg com-
prenden toda la importancia de esta pregunta. El seficr
Boutrouz, en una conferencia reciente, ha mostrado cémo
se ha presentado en diferentes ccasiones y qué consecuen-
cias entrafiard una respuesta afirmativa. (Ver tambidn
del mismo auter «Ciencia y religiony, pagina 818 y sub-
siguientes.)

(Esta contestacién afirmativa nos es impuesta por los
hechos que acabo de exponer? Confieso que por mi parts
no la aceptaria sin repugnancia. Revisemos los hechos ¥
busquemos si no tienen otra explicacidn.

Cierto es que las combinaciones que se presentan al es-
piritu como una especie de luminacién stibita, después de
un trabajo inconsciente un poco prolongado, son general-
mente combinaciones tGtiles v fecundas que parecen el re-
sultado de la primera tria. Se deduce que el yo subecons-
ciente, habiendo adivinado por una intuicién delicada que
eatas combinaciones podrian ser inttiles, no ha formado
méas que éstas o méas bien ha formado muchas otras que
estaban desprovistas de interés y que han permanecide
en el inconsciente,

Fn este segundo punto de vista todas las combinaciones
se formarian a consecuencia del automatisme del yo sub-
consciente, pero solamente las gue fueran interesantes pe-
netrarian el campo de la consciencia. ¥ esto aun es
muy misterioso, ;Cudl es la causa que hace que entre los
mi] productos de nuestra actividad inconsciente haya al-
gunos que puedan franquear su atrio, mientras que otros
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permanecen dentro? jHEs un simple azar el gue les cone
fiere este privilegio? Evidentemente, no; entre todas las
excitaciones de nuestros sentidos, por ejemplo, sélo lag més
intensas lograran retener nuestra atencién, a menos que
esta abencién no haya sido atraida hacia ellas por otras
causas. Pero generalmente los fenémenos subconscientes
privilegiados, aquellos susceptibles de tornarse conscien-
tes, son los que directa o indirectamente afectan més pro-
fundamente nuestra sensibilidad.

Podemos sorprendernos de ver invocar la sensibilidad
con motivo de demostraciones matematicas que aparente-
mente no podrian interesar méas que a la inteligencia.
Esto seria olvidar el sentimiento de la belleza matematica.
de la armonia de los ntmeros y de las formas, de la ele-
gancia geométrica. Es un auténtico sentimiento estético
que todos los verdaderos mateméiticos conocen. He aqui
una verdadera sensibilidad.

Segln esto, jcudles son seres matemdaticos a los que
atribuimos este cardcter de belleza y elegancia vy que
son gusceptibles de desarrollar en nosotros una especie de
emocién estética? Son agquellos cuyos elementos estdn ar-
moniosamente dispuestos, de manera que el espiritu pueda
sin esfuerzo abarcar todo el conjunto penetrando en log
detalles. Esta armonia es a la vez una satisfaccién para
nuestras necesidades estéticas y una ayuds para el espiri-
tu gque ella sostiene y guia. Al mismo tiempo poniendo
ante nuestros ojos un todo bien ordenado, nos hace pre-
sentir una ley matemditica. Puesto que ya antes lo hemos
dicho, los solos hechos matematicos dignos de retener
nuestra atencién y susceptibles de ser dtiles son log gque
pueden hacernos conocer una ley matemitica. De tal ma-
nera que llegamos a la conelugion siguiente: las combina-
ciones utiles son precisamente las mas bellas, quiero de-
cir, las que pueden encantar mas a esa sensibilidad espe-
cial que todos los matematicos conocen, pero que los pro-
fanos ignoran hasta el punto de sonreirse.

{Qué sucede entonces? Entre las numerosas combina-
ciones gue el yo subconsciente ciegamente ha formado, casi
todas carecen de interés y de utilidad; pero por eso mismo
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no excitan la sensibilidad estética; la conciencia no lag co-
nocerd jamas; algunas solamente son armoniosgas, y por
consiguiente, a la vez inttiles y bellas, seran capaces de
ronmover esa sensibilidad especial del gedmetra, a la que
acabo de referirme y que una vez excitada llamaré sobre
clla nuestra atencién y le dari asi la ocasién de velverse
consciente.

Fsto no es mas que una hipdtesis, mientras tantc he
aqui una observacion que podria confirmaria: cuando una
iluminacién stGbita invade el espiritu del matemético, su-
cede con frecuencia que lo engafia; pero acaece también
algunas veces, lo he dicho, que no soporta la prueba de
una verificacion; y jbien!, se advierte casi siempre que
csta idea es falsa; si hubiera sido justa habria halagado
nuestro instinto natural de elegancia matematica.

De este modo es esta sensibilidad estética especial la
que juega el papel de la criba. delicada a la que me referia
antes, y esto hace comprender, por otra parte, por qué
aquel que esté desprovisto de ella no serd jamés un ver-
dadero inventor,

Todas las dificultades no han desaparecido, sin embar-
go; el yo consciente esti estrechamente limitado, en cuanto
al vo subconsciente no conocemos sus limites y es por esc
lo mucho que nos repugna suponer que €l haya podido
formar en tan poco tiempo mas combinaciones que la vida
entera de un ser consciente podria abarcar. Estos limites
existen, sin embargo; ;es verosimil que pueda formar to-
das las combinaciones posibles cuyo ntimero aterraria la
imaginacién?, esto pareceri mnecesario, no obstante, por-
que si no produce mas que una pequeila parte de estas
combinaciones y si lo hace al azar, tendri pocas posibili-
dades para que la buena que deba escoger. se encuentre
entre ellas.

Pueda ser que sea necesario encontrar la explicacién en
este periodo de trabajo consciente preliminar que precede
siempre a todo trabajo inconsciente fructifero. Permita-
seme una grosera comparacién. Representémonos log ele-
mentos futuros de nuestras combinaciones como parecidos
a los Atomos ganchudos de Epicuro. Durante el reposc
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completo del espiritu, estos aiomos permanscen inmoévi-
les, estin por asi decir enganchados al muro; esite reposo
completo puede entonces prolongarse indefinidamente sin
que estos 4tomos se encuentren y por congiguiente sin que
ninguna combinacién pueda producirse enire elios.

Por el contrario, durante un pericdo de reposo aparente
v de trabajo subconsciente, aigunos de entre ellos se des-
enganchan y son puestos en movimiento. Surcan en todos
los sentidos el espacio, iba a decir el reducto donde ‘estan
encerrados, como podria hacerlo por ejemplo una nube de
moscardones o, si prefieren una comparaciéon mas sabia,
cemo Jo hacen las moléeulas gaseosas en la teoria cinélica
de los gases, Sus choques mutuos pueden entonces produ-
¢ir combinaciones nuevas.

{Cual va a ser el papel del frabajc consciente prelimi-
nar? Evidentemente movilizar alguno de estos Atomos,
desengancharlos del muro y ponerlos en movimiento. Se
cree gue no se ha hecho nada bueno, porque se han movidn
estos elementos de mil maneras diferentes para tratar de
reunirlos y no se ha podido encontrar un conjunto satis-
factorio. Pero después de esta agitacién que les ha sido
impuesta por nuestra voluntad, estos &tomos no vuelven a
su reposo primitivo, contintGan libremente su danza.

Segtn esto, nuestra voluntad no log ha elegido al azar,
pergigue un objeto perfectamente determinado, los &ato-
mos movilizades no son por lo tanto aAtomos cualquiera,
son aquellos en los cuales podemos razonsblemente encon-
trar la solucién buscada. Los atomos movilizados van en-
tonces a sufrir choques, que los harian entrar en combina~
¢ién, sea entre ellos, sea con otros dtomos que han per-
manecido inméviles y que han chocadc en su curgo.

Pido perddén una vez més, mi comparacién es grosera:
pero no sé cémo podria de otra manera hacer comprender
mi pensamiento.

Bea lo que fuere, las solas combinaciones que tienen po~-
sibilidad de formarse son aquellas en que uno de los ele-
mentos por lo menos, es uno de estos 4tomos escogidos
por nusstra voluntad. Segiin esto, es evidente que entre
ellos se encuentra lo que Illamé antes la buene combinecion,
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Puede ser que alli haya un medio de atenuar lo que tenia
de paradojal la hipétesis primitiva. Otra observacién., No
sucede nunca gue el trabajo subconsciente nes provea todo
fecho el resultado de un cileulo un poco largo, en el que
tenemos que aplicar reglas fijas. Se podria creer que el
vo subconsciente, automético, es particularmente apto
para este género de trabajo que es en cierta manera ex-
clusivamente mecéinico. Parece que pensande por la noche
en los factores de wna multiplicacidn, se podria esperay el
producto hecho al despertar, o también un cilculo alge-
braico, una verificacién, por ejemplo, podria hacerse in-
conscientemente. Esto es falso, la obzervacién lo prueba.
Todo lo més que se puede csperar de estas inspiraciones,
que son frutos del trabajo subconsciente, son los puntos
de partida para célculos parecidos; en cuanto a los edlen-
los mismos hace falta hacerlos cn el segundo pericdo de
trabajo consciente, aquel que sucede a la inspiracién y en
el que se verifican los resultados de esta inspiracién, del
fque se sacan lag consecuencias, Las reglas de estos célcu-
lca son estrietas y complicadas; cxigen disciplina, aten-
cién, voinntad y por consiguicnte consciencia. En el yo
subconseiente reina por el contrario lo que yo llamaria la
libertad, si se le puede dar este nombre a la simple au-
sencia de disciplina y al desorden nacido del azar. Sola-
mente ecste desorden permite los acoplamientos inespe-
rados.

Haré una Gltima observacidn; cuando he expuesto antes
zlgunas cbservacicnes personales, he hablado de una neche
de exeitoeidén en que trabajaba contra mi voluntad; los
casos en que esto sucede son frecuentes y no es necesario
que la actividad cerebral anormal sea causada por un
excitante fisico como el que he citado. jPues bien!, me
parece gue en ese caso asiste uno mismo a su propio
trabajo inconsciente que se ha vuelto perceptible a la
eonsciencia scbreexcitada y que no por esto cambia de
naturaleza. Se da uno cuents entonces vagamente de le
gue distingue a los dos mecanismos, o si ge guiere, los
métedos de trabajo de los dos yos. Las observacioneg pesi-
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colégicas que he podido hacer de esta manera parecen
confirmar en sus trazos generales los puntos de vista que
acabo de presentar.

Es cierto, tienen gran necesidad, porque ellas son v
permaneceran a pesar de todo hipotéticas, el interés de la
cuestién es tan grande que no me arrepiento de haberlas
sometido al lector,



CAPITULO IV
EL AZAR

I

i Coémo osar hablar de las leyes del azar? ;No es el azar
la antitesis de toda ley? De este modo se expresa Bertran
al comienzo de su cdlculo de probabilidades. Lia probabili-
dad es lo contrario de la certeza, es lo que se ignora y que,
por congiguiente, no ge puede calcular. Hay en esto una
contradiceién aparente sobre la cual se ha escrito muche.

Pero antes gue nada, {qué es el azar? Los antiguos dis-
tinguian de los fendmenos que parecian obedecer a leyes
armoniosas preestablecidas aquéilas que atribufan &l
azar, éstos eran los que no se podian prever, puesto gue
eran reacios a toda ley. Las leyes precisas no decidian
tedo, sefialaban solamente log limites entre los cuales le
estaba permitido al azar moverse. En esta concepcién, la
palabra azar tenia un sentido objetivo, preciso: lo que
era azar para uno, lo era también para el otro incluso
para los dioses,

Pero esta concepcidén no es la nuestra; nos hemos vuel-
to determinista absolutos y aun los que quieren conser-
var los derechos del libre arbitrio humano, dejan por lo
menos al determinismo reinar sin divisién en el mundo
inorganico. Todo feanémeno, por minimo que gea, tiene
una causa y un espiritu infinitamente potente, maraville-
samente bien informado de las leyes de la Naturaleza, lo
hubiera podido prever desde el comienzo de los siglos, St
un espiritu parecido existiera no se podria juzgar con él
a ningun juego de azar, se perderia siempre.
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Para &l la palabra azar no tendria ningin sentido, o
mejor dicho no habria azar. Ks a causa de nuestra debili-
dad y de nuestra ignerancia que existe unc para nosotrog.
Incluso sin salir de nuestra débil humanidad, io que es
azar para el ignorante, no lo es para el sabio. Kl azar no
es mas que la medida de nuestra ignorancia. Los fendme-
nos fortuitos son por definicién aquellos de los que igno-
ramos las leyes.

i{Pero esta definicién es lo suficientemente satisfacto-
ria? Cuando los primeros pastores caldeos seguian con ta
vista los movimientos de los astros, no conocian atn lis
leyes de la Astronomia, ;sofiaron alguna vez que los astrds
se movian al azar? Si un fisico moderno estudia un fende

meno nuevo y si descubre la ley un martes, ; habria dicho

por eso el lunes que este fenémeno era fortuito? Pero hay
még aln, (no invocamos, con frecuencia, para profetizar
un fendémeno, lo que Bertrin llama las leyes de] azar?
Por ejemplo, en la teoria cinética de log gases se encuen-
tran las conocidas leyes de Mariotte y de Gay Lussac, es
gracias a esta hipdtesis que las velocidades de las molécu-
lag gaseosas varian irregularmente, es decir, el azar. Las
leyes observables serian mucho més complejas, diran todos
los fisicos, si las velocidades fueran reguladas por una
ley elemental simple. si las moléculas fueran orgenizadas,
si obedecieran a cualquier disciplina, Es gracias al azar,
es decir, gracias a nuestra ignorancia que podemos dedu-
cir; entonces @i la palabra azar es sindénimo de ignorancis,
iqué es lo que esto quiere decir? ;s necesario entonces
traducir come gigue? «Ustedes me piden que les profetice
los fendmenos que van a producirse. Si por desgracia co-
nociese ias leyes que rigen estos fendmenes, no podria
Hegar a ellos sino por medio de caleculos intrincados y de-
beria renunciar a responderos, pero como tengo Ia posi-
bilidad de ignorarles, os voy a responder en seguida. Y Io
gue es mas extraordinario, mi vespuesta ha de ser justas.

Es necesario entonces que el azar sea otra cosa vy no la
denominacién que damos a nuesira ignorancia; que entre
log fendémenos de los cnales ignoramos las causas sepamos
distinguir los fenémenos fortuitos, scbre los cualeg el
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calculo de las probabilidades nos informard provisoria-
mente, y los que no son fortuites, sobre los cuales no pode-
mos decir nada hasta tanto no hayamos determinado las
leyes que los rigen. Para los fendmenos fortuitcs las en-
sefianzas que nos da el calculo de las probabilidades no
cegaréan de ser verdaderas el dia en que estos fendémenocs
sean mas conocidos.

i1 divector de una compaiiia de seguros de vida ignora
cuando morird cada uno de sus asegurados, pero cuenta
con el célculo de las probabilidades y con la ley de los
grandes nlmeros, no se equivoca, puesto que distribuye
dividendos a sus accionistas. Iistos dividendos no cesarizu
si viniera un médico muy perspicaz y muy indisereto e in-
formara, una vez firmadas las pdlizas, al director sobre
las probabilidades de vida de los asegurados. Este médico
disiparia la ignoranca del director, pero no tendria ninp-
guna influencia gopre los dividendos, que no son, evidente-
menie un preducto de esta ignorancia.

1I

Para enconfrar una definicion mejor del azar es necesa-
rio examinar zlguno de los hechos que se acostumbra a
mirar como fortuites y en los cuales el célculo de law
probabilidades parece poder aplicarse; buscaremos a con-
tinuacién cuales son sus cavacteres comunes.

El primer ejemplo que vamos a escoger es el del equi-
librio inestable; si un cono reposa sobre su punta, sabe-
mos que se va a caer, pero ignoramos de qué lado, nos pa-
rece que golamente el azar va a decidirlo. Si el conc fuera
simétrico, si su eje fuera perfectsmente vertical, si no
egtuviera sometido a ninguna otra fuerza mas que a ia de
gravedad, no se caeria.

FPero €l menor defecto de simetria hace que se incline
ligeramente de un lado o de otro; en cuanto se inclina, por
poco gque sea, cae de ese lado. Si la simetria es perfecta,
una trepidacién muy ligera, un soplo de aire que logre ha-
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cerlo inclinar algunos segundos de arco serd suficiente
para determinar su caida y el sentido mismo de ésta serd
el de la inclinacién inieial.

Una causa muy pequefia que se nos escapa determina
un efecto considerable que no podemos ignorar, decimos
enftonces que este efecto es debido al azar. Si conoeiése-
mos las leyes de la Naturaleza y la situacién de} Universo
en el instante inicial, podriamos predecir con exactitud la
situacién de este Universo en un instante ulterior. Pero
aun cuando lag leyes naturales no tuvieran mas secretos
para nosotres, no pedriamos conocer la situacién inicial
més que aprowimaedamente, Si esto nos permite prever Ia
situacién ulterior con lo misma aproximacién, es todo lo
que necesitamos, decimos entonces que e] fendmeno ha
sido previsto, que es regido por las leyes. Pero no aecaece
siempre asi, puede suceder que pequefias diferencias en las
condiciones iniciales engendren muy grandes en los fené-
menos finales; un pequefio error sobre los primercs pro-
duciria un error enorme sobre log dltimos. La prediccién
se ha vuelto imposible y nos encontramogs con el fenémenc
fortuite.

WNuestro segundo ejemplo ha de gser parecido al prime-
1o, o tomaremos de la Meteorologia. ; Por qué los meteors-
logos tienen tantas dificultades para predecir el tiempo
con alguna exactitud? §Por qué las lluvias y las tempesta-
des nos parecen frutos del azar, hasta tal punto que mucha
gente encuentra logico rogar para que llueva o para que
haga buen tiempo, mientras que juzgarian ridiculo pedir
un eclipse mediante una oracién? Vemos que generalmen-
te las grandes perturbaciones se producen en las regiones
en que la atmésfera es inestable. Los meteordlogos ven
que este equilibro no eg constante, que se va a producir
un ciclén en alguna parte; (péro ddénde?, son incapaces
de decirlo; un décimo de segundo mas 0 mMenos en un
vunte cualguiera y el ciclén estalla aqui y no allda y ex-
tiende sus estragos sobre comarcas gue hubiera evitado.
Si se hubiera conocido ese décimo de gradn, se hubiera
podide prever, pero las observaciones no eran ni lo bas-
tante seguras ni precisas, es por esto que tede parece
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debido a la intervencidn del azar. Aqui encontramos cl
mismo contraste entre una causa minima, inapreciable
para el observador y los efectos considerables que algu-
1as veces Se convierten en espantosos desastres.

Pasemos a otro ejemplo, la distribucién de los pequefios
planetas en el Zodiaco. Sus longitudes iniciales han podido
ser cualesquiera; pero sus movimientos medios han side
diferentes y circulan desde hace tanto tiempo, que podria-
moes decir que actualmente estan distribuidos af azar a todo
io largo del Zodiaco. De muy pequeiias diferencias ini-
cialeg en sus distancias al Sol, o lo que es lo mismo, entre
sus movimientos medios, han terminado por tener enormes
diferencias entre sus longitudes actuales. Un exceso de un
milésimo de segundo en el movimiento diurno, se conver-
tird en un segundo en tres afios, un grado en diez mil
afios, una circunferencia entera en tres o cuatro millones
de afios y, {qué es esto comparado con el tiempo transcu-
rrido desde que los pequefios planetas se separaron de la
nebuleosa primitiva de Laplace? He aqui una vez mas una
pequefia causa y un gran cfecto, o dicho de otra manera,
de pequeiias diferencias en la causa y de grandes diferen-
cias en el efecto.

El juego de la ruleta nos aleja menos de lo que parece
del ejemplo anterior. Supongamos una aguja que puede
dar vueltas alrededor de un pivote, sobre un cuadrante
dividido en cien sectores rojos y negros alternativamente,
si se para sobre un sector rojo, la partida estd ganada; si
no, estd perdida. Tode depends, es evidente, de la impul-
sién inicial que le demos a la aguja. La aguja darg, su-
pongamos, diez o veinte veces Ia vuelta, pero se parari
™mM4&s o menos pronte, segin se la haya impulsado con mas
o menos fuerza. Basta sclamente que la impulsién varie
un milésimo o dos milésimos, para que la aguja se pare
en uxn sector que es negro, o en el siguiente rojo. Estas scu
diferencias que en el sentido muscular no se pueden apre-
ciar, v escaparian lo mismo a los instrumentos més delica-
dos. Nos es imposible por lo tante prever gué es lo que va
hacer la aguja que acabamos de impulsar, y es por ello que
nuestros corazones se alteran y confian en el azar. La di-
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ferencia en la causa es imperceptible, la diferencia en el
efecto es para nosotros importantisima, puesto que va en
ello toda nuestra puesta.

IX

Permitaseme a este propésito una reflexién ajena a mi
objeto. Un filésofo dijo hace ya varios afios que el porvenir
estaba determinado por el pasado, pero que el pasado no lo
era por el porvenir; o en otros términos que del conoci-
miento del presente podremos deducir el del porvenir,
pero no el del pasado, puesto que, segin él, una causa no
puede producir més que un efecto, mientrag que un mismo
efecto puede producir varias causas diferentes; es claro
que ningin sabio puede subscribir esta conclusién; las
leyes de Ia Naturaleza ligan el antecedente al consecuens
te, de tal manera que el antecedente es determinado por el
consecuente, lo mismo que ¢l consecuente lo eg por el ante-
cedente. Pero, ;cudl ha podido ser e] origen del error de
este filéscfo? Sabemos que en virtud del principio de
Carnot los fendmenos fisicos son irreversibles y que el
mundo tiende hacia la uniformidad. Cuando dos cuerpos
de temperaturas diferenies se ponen en contacto, el méas
caliente cede calor al mas frio; podemos entonces prever
gue las temperaturas se iguslaran. Pero una vez que las
temperaturas sean iguales, si se nos Interroga sobre su
estado anterior, jqué podemos responder? Diremog gque
uno de los cuerpos era caliente y el otro fric, pero no po-
dremos adivinar cual de ellos era antas el més caliente.

No cbstante, en realidad, las temperaturas no llegan ja-
mas a la igualdad perfecta. La diferencia de temperatura
tiende solamente hacia cerc de un modo asintotico. Llega
entonces un momento en que nuestros termodémetrog son
impotentes para marcarle. Pero si tuviésemos terméme-
tros mil veces; cien mil veces mas sensibles, reconoceria-
mos que subsiste afin una pequefla diferencia. Y que une
de Ios cuerpos ha guedado un poco mas caliente que el ofro;
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podriamos afirmar entonces que ése es el que estaba mis
caliente,

Hay, por lo tanto, a]l contrario de lo gue hemos visto en
los dos ejemplos precedentes, grandes diferencias en la
causa y pequefas diferencias en el efecto. Flammarién
imagind un observador que se alejara de la Tierra con
una velocidad més grande que la de la luz; para él el tiem-
po habria cambiado de signo. La historia se invertiria y
Waterloo precederia a Austerlitz. Pues para este observa-
dor los efectos y las causas estarian intervertidos, el equi-
librio inestable no seria mas una excepcién, a causa de
la irreversibilidad universal; tode le parecia salir de
una especie de caos en egquilibrio inestable, la Naturalezs
entera se le apareceria como librada al azar.

v

He aqui ahora otros ejemplos en los que vamos a ver
aparecer caracteres algo difercntes. Tomemos primero 1%
teoria cinética de los gases. ;Como debemos representar-
nos un recipiente repleto de gas? Innumerables moléculas
animadas de grandes velocidades, surcando este recipiente
en todos sus sentidos, chocando a cada instante con las
paredes, o bien entrechocandose, y estos chogques se pro-
ducen en las condiciones mas diversas. Lo que nog sor-
prende sobre todo aqui no es la pequefiez de las causas, es
su complejidad. No obstante ello, el primer elemento se
vuelve a encontrar atin agui y desempefia un papel impor-
tante, Si una molécula fuera desviada hacia la devecha o
Ia izquierda de su trayectoria, aunque la desviacién fuers
minima comparada con su radio de accidn, evitaria un
chogue o lo sufriria en condiciones diferentes y esto haria
variar en 90% o en 1809 la direccién de su velocidad des-
pués del chogue.

No es todo; basta, como acabamos de cbservar, desviar
ia molécula antes del choque una cantidad infinitamente
pequetia, para gue sea desviada después del chogue una
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cantidad finita. Si cntonces la molécula sufre dos chogues
sucesivos, bastard desviarla antes del primer choque en
una cantidad infinitamente pequefia de segundo orden, pa-
ra que lo sea después de] primer choque en una cantidad
infinitamente pequefa de primer orden y después del se-
gundo choque en una cantidad finita. La molécula no sufri-
4 solamente dos choques, sinc un gran nimero por se-
gundo. De modo que si el primer choque ha multiplicado
la desviacién por un gran nimero A, después de N choques,
ella se habra multiplicado por A; llegard a ser muy gran-
de no solamente porque A es grande, es decir, porque
las pequedias causas producen grandes efectos, sino por-
que el exponente N es grande, es decir, porque log cho-
ques £on MUy numerosos y las causas son muy complejas.

Pasemos a un segundo ejemplo: jpor qué en una lloviz-
na las gotas de agua nos parecen distribuidas al azar? Es
tambitn a causa de la complejidad de 1as causas que deter-
minan su formacién. Los iones se han desparramado en
la atmésfera, durante largo tiempo han estado sometidos
a corrientes de aire constantemente variables, han sido
flevados en torbellinos de pequeiias dimensiones, de tal
manera que su distribucién final no tiene ninguna rela-
ci6n con su distribucion inicial. De pronto la temperatura
baia, el vapor se condensa y cada uno de estos iones se
convierte en el centro de una gota de agua. Para saber
cudl serd la distribucién de estas gotas de agua y cuén-
{as cacrin sobre cada baldosa, nos bastari conocer la si-
tuacidén inicial de los iomes; claro es que para esto seria
necesario computar el efecto de mi] corrientes de aive
caprichosas ¥ mintsculas.

Fs lo mismo que si se ponen granos de polvo en sus-
pensién en el agua; el recipiente es surcado por corrientes
de lags cuales ignoramos Ia ley, al cabo de un cierto tiempo
los granos habran sido distribuidos al azar, es decir, uni-
formemente dentro del recipiente y sera debido, principal-
mente, a la complicacién de estas corrientes. 8i obedecie-
ran a cualguier ley simple, si por ejemplo el recipiente
fuera de revolucidén y gi las corrientes circularan alrededor
a<l eje del recipiente describiendo circulos, no seria lo mis-



CIENCIA Y M&TODO

mo, puesio que cada grano comservaria su altura inicial
y su distancia inicial del eje.

Se legard al mismo resultade mezelando dos MHqui-
dogs o dos polves de granos finos. Tomando un ejem-
plo méas grosero, es lo que sucede cuando se mezclan
las cartas de un juego. A cada mezela, las cartas sufren
una permutacién (analoga a la que se estudia en la
teoria de lag substituciones). ; Cuél es Ia que se realizari?
La probabkilidad para que sea tal permutacién (por ejem-
plo, que leve al lugar n, la carta que ocupaba la linea ¢
(n) antes de la permutacién), esta probakilidad depende
do las costumbres del jugador. Pero si el jugador bate las
cartas bastante tiempo, habri un gran nimerc de permu-
taciones sucesivas y el orden final no estard regido mAas
gue por el azar; quiero decir que todos log 6rdenes posiblez
seran igualmente probables. I al gran nmero de permu-
taciones sucesivas, es decir a la complejidad del fendmeno,
que se debe este resultado.

Una palabra scbre 1a teoria de los errores. Eg agui donde
las causas son complejas y mualtiples. | A cudntas asechan-
zas 1o estd expuesto incluso ¢l observador dotado del mejor
instrumento! Se debe Hmitar a ver los mis gruesos y evi-
tarlos. Son los que dan nacimicnto a los errores sisteméti-
cos. Pero cuando los ha eliminzdo, admitiendo que lo
consiga, le quedan atn muchos pequedos, pero que, acurnt-
lando sus efectos, pueden legar a ser peligrosos. BEg de
aqui que provienen los errores accidentales; y los atribui-
mes a8l azar, porque sus causas son muy complicadas y
nRUMerosas.

Aqui 20n no tenemos mis que pequefas causas, pero
cada una de ellag no producird mas que utn pegquedio efecto;
es por su unién y por su niimero que sus efectos iegar
a ger terribles,
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Nos podemos colocar todavia en un tercer punto de vista,
que tiene menos importancia que los dos primeros y sobre
el cual insistiré menos., Cuando se trata de prever un
kecho y se examina los antecedentes, es necesario infor-
marse sobre la situscién anterior, pero no se lo podria
hacer para todas las partes del Universo, hay que conten-~
tarse con saber qué sucede en la vecindad del punto en
que se ha de producir el hecho, o lo que parezca tener
cualguier relacion con el hecho. Una encuesta no pusde ser
completa y hace faita saber elegir. Pero puede suceder
que hayamos menospreciado las circunstancias que prime-
ro parecian completamente extratias al hecho previsto,
aquellas a lag que no habiames sofiado nunca atribuir in-
fluencia alguna y que no obstante, contra todos nuesiros
calculos, viens a desempeiar un papel preponderante.

Un hombre pasa por la calle dirigiéndose a sus negocios;
alguien que estuviera al tanto de sus asuntos, podria decir
con qué motivo ha salido a tal hora, por qué ha pasado per
tal calle, Sobre el teche trabaja un pizarrero, el emypresa-
rio que lo dirige podra, en cierta medida, prever qué es
1o que va a hacer, Pero el hombre no piensa en el pizarrers,
ni e] pizarrero en el hombre; parecen pertenecer a dos
mundos completamente extrafios el uno al otro. ¥ sin
embargo, el pizarrero deja caer una pizarra que mata al
hombre. No se dudaréd en decir que esto es un azar.

Nuestra debilidad no nos permite abarcar el Universo
entero y nos obliga a dividirlo; tratamos de hacerlo In
menos artificialmente posible y, sin embargo, sucede de
vez en cuando que dos de estos pedazos reaccionan el uno
sobre el otro. Los efectos de esta accidn mutua nos pare-
cen entonces debidos al azar.

;B ésta una manera de concebir el azar? No siempre;
en efecto, la mayoria de las veces se es atraido hacia la
primera o a la segunda. Siempre que estos dos mundos
generalmente extrafios entre si, reaccionan de esta manera
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el uno scbre el ofro, las leyes de esta reaccién han de ser
muy complejas; por otra parte habria bastado un pequefio
cambio en las condiciones iniciales de estos dog mundos
para que la reaccién no se hubiese producido. Hubiera he-
cho falta poca cosa para que el hombre hubiers pasado un
segundo més tarde, o para que el pizarrero dejara caer
su pizarra un segundo después.

VI

Todo esto gue acabamos de decir no nos explica atn
por qué el azar acata ciertas leyes. ; Basta solamente que
las causas sean pequefias, o (ue scan complejas, para que
podamos prever si no cuales son los efectos en cada caso,
por lo menos lo que seran estos cleetos en un término me-
dio? Para responder a este problema lo mejor es recurrir a
algunos de los ejemplos antes citados.

Comenzaré por el de la ruleta. Dije que el punto en
que se detendri la aguja dependerd de la impulsién inieial
que la haya sido dada. [ Cudl cs la posibilidad para que esta
impulsién tenga tal o cual valor? No lo sé, pero me es difi-
cil admitir que esta probabilidad esté representada porv
una funeidén analitica continua. La probabilidad para que
{a impulsién esté comprendida entrea y a -+ ¢, sera entonces
semejante a la probabilidad para que esté comprendida en-
tre a - ey a -~ 2 ¢ siempre que ¢ seq WUy pequeda.
Esta es una propiedad cemin a todas ias funciones anali-
ticas. Las pequefias variaciones de la funcion son pro-
porcionales a las pequefias variaciones de la variable.

Pero lo hemos supuesto que una pegueiisima variacién
en la impulsidn basta para cambiar el color del sector de-
lante del cual la aguja acabard por detenerse. Bea 4 ¢ + ¢
es el rojo, de @ -+ ¢ 4 a -}~ 2 € es el negro; la probabilidad
de cada sector rojo es entonces la misma gue la del sector
negro siguiente, y por consecuencia, la probabilidad total
del rojo .es igual a la probabilidad total del negro.

El enunciado de la cuestién es la funcién analitica que
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representa la probabilidad de una impulsién inicial deter-
minada. Pero el teorema permanece verdadero, cualquiera
que sea el enunciado, puesto que depende de una propiedad
comin a todas las funciones analicas. Resulta, que final-
mente no tenemos ninguna necesidad del enunciado,

Lo que acabamos de decir para el caso de la ruleta se
aplica también en el ejemplo de los pequeiios planetas., Kl
Zodiaco puede hacer las veces de una inmensa ruleta sobre
la cual el Creador ha lanzado un gran niimero de pequefias
bolag a las que ha comunicado impulsiones iniciales dife-
rentes, variando segiin una ley cualquiera. Su distribucion
actual es uniforme e independiente de esta ley, por la mis-
ma razén que en el caso precedente. Se ve asi por qué los
fenémenos obedecen a las leyes del azar, cuando pequeiias
diferencias en las causas bastan para producir grandes di-
ferencias en los efectos. Las probabilidades de estas peque-
fas diferencias pueden entonces ser tomadas como propor-
cionales a estas mismas diferencias, justamente porque
estas diferencias son pequefias y que los pequefios aumen-
tos de una funcién continua son proporcionales a los de la
variable.

Pasemos a un ejemplo totalmente diferente, en el que
interviene sobre todo la complejidad de las causas; supon-
gamos que un jugador mezcla una baraja de cartas. A
cada mezcla intervierte el orden de las cartas y las puede
intervertir de varias maneras. Supongamos tres cartas so-
lamente para simplificar la exposicién. Las cartas que
antes de la mezcla ocupaban respectivamente log rangos
123, podrian después de la mezcla ocupar. los rangos:

123, 231, 812, 321, 132, 218.

Cada una de estas seis hipétesis es probable y sus pro-
babilidades son:

D1, B2 P3s Py, Ps Pe-

La suma de estos seis numeros es igual a 1, es todo lo
que sabemos; claro es que estas seis posibilidades dependen
de las costumbres del jugador, las que, como es l6gico, des-
CONOCEMOS,

En la segunda y siguientes mezclas se reptird lo ante-
rior en las mismas condiciones; me refierc a que py, DpOT
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ejemplo, representa la posibilidad de que las tres cartas
que ocupaban después del n mezcla y antes del n -|- 1 las
filas 128, ocupan las filas 821 después del n -+ 1 mezclas.
Isto permanece congtante cualquiera que sea el niimero n,
puesto que las costumbres del jugador y su modo de mez-
clar permanecen idénticas.

Pero si el nimero de mezclas es muy grande, las cartas
que antes de la primera mezcla ocupaban las filag 123 po~
dran, después de la dltima mezcla, ocupar los sitios

123, 231, 312, 821, 182, 213
v la probabilidad de estas scis hipdtesis seré casi la misma
e igual a 1/8; ésta serd verdadera, cualesquiera que sean
los nimeros py...DPs, que no conocemos. El gran namero
de mezclas, es decir, ia complcjidad de las causas, ha pro-
ducido la uniformidad.

Fisto se aplicaria sin mayores variaciones si hubiera més
de tres cartas, pero asimismo la demostracién seria com-
plicada; me contentaré con darla para dos cartas solamen-
te. No tenemos, por lo tanto, mis que dos hipétesis:

12, 21
con Ja probabilidades p; ¥y p. = 1-p. Supongamos » mez-
clas y supongamos también que gane un franco, si las car-
tas estan al final en el orden inicial y que pierda uno si
estan finalmente intervertidas. Iintonces mi esperanza ma-
teméatica seré:
(py — p2)®

La diferencia p;—p- es mas pequefia que 1; de manera
que si # es muy grande, mi esperanza serd nula, no necegi-
tamos conocer Py ¥ Po» para saber gue el juego es equitativo.

Existiria una excepeion siempre que uno de los nimeros
Py ¥ Po fuera igual a 1 y el otro nulo. Esto no nos condu-
ciria o nade, puesto que nuestras hipdtesis iniciales serian
demasiado simples.

Lo que acabamos de ver no se aplica solamente a la mez-
cla de las cartas, sino a todas las mezclas, a las de polvos
v liquidos; lo mismo que a la de las moléculas gaseosas en
ia teoria cinética de los gases. Volviendo sobre esta teoria,
supongamos por un instante un gas cuyas moléculas no



HENRY POINCARE

pudieran entrechocarse, pero si ser desviadas por choques
sobre las paredes del vaso donde el gas estd encerrado. Si
la forma del vaso es suficientemente complicada, la disiri-
bucién de lag moléculas v las velocidades no tardarén en
volverse uniformes. No seria lo mismo si el vaso fuera
esfirico o tuviera la forma de un paralelepipedo rectangu-
lar. ;Por qué? Porque en el primer caso, la distancia del
centro a una trayectoria cualquiera permanecerd constante:
en el segundo caso, serd el valor absoluto del angulo de
cada trayectoria con las caras del paralelepipedo.

Vemos asi que lo que debemos entender por condiciones
muy simples son las que dejan subsistir una invarisnte.
iSon demasiado simples las ecuaciones diferenciales del
problema para que podamos aplicarles las leyes del azar?
Esta cuestién parece al principio desprovista de sentido,
sabemos ahora lo que quiere decir. Son demasiado simples
si conservan cualquier cosa, si admiten una integral uni-
forme; si cualquier cosa en las condicioneg iniciales per-
maznece inalterable, es claro que la situacién final no podra
ser més independiente de la situacién inical.

Entremos por fin en la teoria de log errores. { A qué son
debidos los errores accidentales? Los ignoramos y eg justa-~
mente por eso que sabemos que van a obedecer a la lay de
Gauss. Tal es la paradoja. BEllo se explica mds o menos
como en los casos precedentes. No tenemos mnecesidad de
saber més que una cosa: que los errores son muy nume-
rosos, que sch muy pequefos, que cada uno de ellos puede
gser tanto negativo como positivo. ;Cuil es la curva de
probabilidades de cada uno de elles? No sabemos nada,
suponemos solamente que esa curva es simétrica. Se de-
muestra entonces que el error resultante es independiente
de las leyes particulares que no conocemos. Aqui todavia la
simplicidad del resultado es el fruto de la complicacién
misma de los enunciados.
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Vi

Pero aun no hemos llegado al fin de las paradojas. Hace
un rato he presentado la ficcién de Flammarién, aquella
del hombre que va més ligero gue la luz y para quien €l
tiempo ha cambiado de signo. Dije que para él todos los
fenémenos parecerian debidos al azar, Esto es verdadero
en un cierto punto de vista y no obstante todos estos fend-
menos en un instante dado no serian distribuidos conforme
a las leyes del azar, puesto que cllos serian, como para nos-
otros que, viéndolos desarrollarse armoniosamente y sin
salir de un caos primitivo, no los miramos mag que como
regulados por el azar. ;Qué significa esto? Para Lumen,
el hombre creado por Flammarion, pequefias causas prodi-
cen grandes efectos, ;por qué las cosas no se producen
como para nosotros, cuando crecmos ver grandes efectes
debido a pequeiias causas? ;161 mismo razonamiento se po-
dria aplicar a su caso?

Insistamos en este razonamicnto; cuando peguefiag dife-
rencias .en las eausas engendran grandes en los efectos,
ipor que estos efectos se distribuyen, segin las leyeg del
azar? Supongamos que una diferencia de un milimetro en
la eausa produce una difcrencia de un kilémetro en el efec-
to. Si debemeos ganar en cl caso en que el efecio corres-
ponda a un kildmetro gue fenga un nGmero par, nuestra
posibilidad de ganar scrd % ; (por qué?, pues porque hace
falta para ello que ]la causa corresponda a un milimetro de
niimerc par. De acuerdo a las apariencias, la posibilidad
para que la causa varie entre ciertos limites serd propor-
cional a la distancia entre estos limites, siempre que esa
dizstancia ses vy pequefia. Si no se admitiera esta hipé-
tesis no existiria una manera de representar Ia posibili-
dad por medio de una funcién continua.

{ Qué suceders ahora cuando grandes causas produzcan
pequefios efectos? Este es el caso en que nosotros, por el
contrario de Lumen, no lo atribuiriamos al azar. A una di-
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ferencia de un kilémetro en Ia causa corresponderia una
de un milimetro en el efecto. {La posibilidad para que la
causa esté comprendida entre dog limites distantes de n
kilémetros, serd proporcional a #f No tenemos ninguna
razén para suponerle, puesto que esta distancia de n kils-
metros es grande. Pero la posibilidad para que el efecto
permanezca entre dos limites de » kilometros, serd preci-
samente la misma, no seri entonces proporcional a » a
pesar de que esta distancia de n milimetros sea pequefia.
No hay por lo tanto medio alguno de representar la ley
de posibilidad de los efectos en una curva continua; enten-
démoslo bien, esta curva podrd permanecer continua en el
sentido anolitico de la palabra. A variaciones infinitomente
pequefias de la abscisa, corresponderin variaciones infini-
tamente pequeiias de la ordenada. Pero précticamente no
serfa continua, puesto que, a variaciones muy pequefias de
la abscisa, no corresponderian sino variaciones muy peque-
flas de la ordenada. Tornarfase imposible trazar la curva
con un lapiz comin; he aqui lo que guiero decir.

¢ Qué debemos deducir entences? Lumen no tiene el de-
recho de decir que la posibilidad de la causa (la de su cau-
sa, que es el efecto para nosotres) deba ser reprasentada
necesariamente por una funcién continua. Pero entonces
i por qué tenemos nosotros ese derecho? Ks porque el estado
de equilibrio inestable, que llamibamos antes inicial, no
es sino el punto terminal de una larga historia anterior.
En el transcurso de esta historia, causas complejas que
obran y han obrado mucho tiempo, han contribuido a
formar la mezcla de los elementos y han aspirado a uni-
formar tedo, al menos en un pequefic espacio; han pulide
los Angulos, nivelado las montafiag y colmado los valles.
Por caprichosa y regular que haya sido la curva primitiva
que se le haya dado, han trabajado para regularizarla
nos devolverin finalmente una curva continua. Es por esto
por lo que podemos con toda confianza admitir la conti-
nuidad.

Lumen no tendria les mismos motives para deducir
esto; para €] las causas complejas no le parecerian mas
que agentes de regularidad y nivelamiento, no crearian,
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por el contrario, més que la diferenciacién y la des-
igualdad. Veria salir de una especie de caos primitivo un
mundo mas y mas variado; los cambios que observarian
serian imprevistos ¢ imposibles de prever, le parecerian
debidos a no sé qué capricho, pero este capricho seria
cualquier otra cosa que nuestro azar, puesto que seria
rebelde a toda ley, mientras que nuestro azar tiene atn
las suyas. Todos estos puntos requeririan grandes des-
arrollos, que ayudarian, por otra parte, a comprender
mejor la irreversibilidad de] Universo.

VI

Hemos tratado de definir cl azar, conviene ahora plan-
tearse una cuestién. El azar, habiendo sido definido asi,
en la medida que él puede scrlo, ;tiene un caracter ob-
jetivo?

Pusede uns preguntirsclo. II¢ hablado de causas muy
pequeilas o muy complejas, pero lo que es muy pequefio
para uno, ;no puede ser grande para otro?, y lo que parece
ser complejo para uno, ;no puede ser simple para otro?
Y¥a he contestade en parte, puesto que dije antes de una
manera precisa en qué caso las ecuaciones diferenciales
se vuelven demasiado simples para que las leyes del azar
permanezean aplicables. Pero conviene examinar el asunto
méas detenidamente, pues se puede uno colocar aln en
otros puntos de vista.

;Qué significa la palabra muy pequefio? Basta para
comprenderlo remitirse a lo que hemos dicho antes. Una
diferencia es muy pequeila, un intervalo es muy pequefio,
cuando en les limites de este intervalo la pesibilidad per-
manece sensiblemente constante. Y ;por qué esta posibi-
lidad puede ser contemplada como eonstante en un pe-
quefio intervalo? Eg porque admitimos que la ley de po-
sibilidades puede ser repressntada por una curva conti-
aua, ¥y no solamente continua en el sentido analitico de
la palabra, sino que practicamente continua, come lo
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expliqué antes. Este quiere decir que no solamente no
presentarad un hiato absoluto, sino que no tendra tampoco
entrantes o salientes muy agudos ¢ muy acentuados.

Y qué es lo que nos da el derecho a plantear esta hipé-
tesis? Lo hemos dicho anteriormente, es porque desde el
comienzo de los siglos hay causas complejas que no cesan
de obrar en el mismo sentido y que aspiran constante-
mente & Ilevar al munde hacia la uniformidad, sin que
jamas pueda volverse hacia atris. Son éstas las causas
que, poco a poco, han vencido los salientes y rellenado ios
entrantes, y es por esto que nucstras curvas de posipili-
dad no ofrecen mas que ondulaciones lentas. Dentro de
dos millones de millones de afios ¢¢ habri dado un pase
mas hacia la uniformidad, y estas ondulaciones serén diez
veces mas lentas ain: ¢l radio de curvatura medio de
nuestra curva se habri vuelio dicz veces mas grande. Y
entonces esa longitud que hoy nos parece muy pequeiia,
puesto que sobre nuestra curva un arco de esta longitud
no puede ser mirado como rectilineo, deberid por el con-
trario en esa época ser calificado coms muy pequeiio,
puesto que la curvatura se habria vuclto diez veces menor
y un arco de esta longitud podra ser sensiblemente asi-
milado a una recta. De esta manera, la palabra muy peque-
fia permanece relativa; pero no con respecto a tal hombre
o a tal otro, es relativa al estado actual del mundo, Cam-
biaréd de sentido cuando el mundo llegue a ser mis uni-
forme, cuando todas las cosas se hayan mezclado todavia
méas. Pero entonces los hombres no podran vivir, deberdn
ceder su puesto a otros seres, ;debo decir mucho méas pe-
queflos ¢ mucho mas grandes? De tal manera que nueg-
tro criterio, permaneciendo verdadero para todos los hom-
bres, conserva un sentide objetivo.

{Qué quiere decir, por otra parte, Iz palabra muy com-
plejo? He dado ya una solucién, es la del comienzo de este
parraro, pero aun hay otras. Las causas complejas, ya lo
hemos dicho, producen una mezcla cada vez més intima,
i pero al cabo de cuanto tiempo nos satisface esta mezcla?
;Cudndo habremos ascumulado bastantes satisfacciones?
{ Cuando habremos mezclado bastante las cartas? Si mez-
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clamos dos polves, uno azul y otro blaneo, llegari un meo-
mento en que el color de la mezcla nos parecerd uniforme;
es a causa de lo enfermizo de nuestrog sentidos, serd uni-
forme para €l présbita que estd obligado a mirar de lejos
e incluso lo serd también para el miope. Y cuando llegue
a serlo para todas las mivadas, se podrd atin hacer retro-
ceder el limite, mediante el empleo de instrumentos. No
hay posibilidades para que ningGn hombre discierna ja-
még la variedad infinita, que, si la teoria cinética es ver-
dadera, se disimula bajo la apariencia uniforme de un gas.
Mientras tanto, si se han adoptado lag ideas de Gouy sobre
el movimiento browniano, el microscopio, (no estarq a
punto de mostrarnos cualquicr cosa andlega?

Este nuevo criterio es por lo tanto relativo como &l
primero y si conserva un caricter cbjetivo es porque 1o~
dos los hombres tienen més o menos los mismos sentidos
¥ que la potencia de sus instrumentos es limitada y no la
utilizan, por otra parte, mas que excepcionalmente.

IX

Sucede lo mismo en las cienciag morales ¥ en particular
en la historia. El historiador estd obligado a hacer una
eleccién de los acontecimicntos de la época que estudia,
no recoge mas que aquellog que le parecen mis impor-
tantes. Se contenta con relatar los acontecimientos més
fundamentales del siglo XVI, por ejemplo, lo mismo que
log hechos més descollantes del siglo XVII, Si los prime-
ros bastan para explicar los segundos, se dice que estdn
de acuerdo a las leyes de la historia. Pero si un gran
acontecimiento del siglo XVII reconoce por causa un pe-
queiio hecho de] siglo XVI, al que ningdn historiador se
refiere, que todo el mundo ha negado, entonces se dice
gue este scontecimiento se debe al azar, esia palabra
adquiere entonces el mismo sentido que en las Ciencias
Pisicas; significa que de pequeiias causas se han produ-
cido grandes efectos.



HE RY POINCARE

El mayor azar es el nacimiento de un gran hombre. No
es mas que por azar que se encuentran las dos células ge-
nitales, de sexo diferente, que contienen cada una preci-
samente los elementes misteriosos cuya mutua reaceidn
ha de producir el genio. Istamos de acuerdo en que es-
tos elementos deben ser rarcs y que su encuentro es mas
raro aun. Que hubiera hecho falta poca cosa para desviar
de su ruta el espermatozoide que log llevaba, hubiera bas-
tado desviarlo un décimo de segundo y Napoleén no hu-
biera nacido y los destinos de un continente habrian cam-
biado. Ningtn otro ejemplo puede hacer comprender me-
jor los verdaderos caracteres del azar.

Una palabra méis sobre las paradojas, que han dado lu-
gar a la aplicacién del calculo de las posibilidades en las
Ciencias Morales. Se ha demostrado que ninguna Camara
podria contener jamds ningun diputado de la oposicidn,
o al menos que tal acontecimiento seria tan improbable
que se podria sin temor apostar lo contrario y, aun mas,
apostar un millén contra un céntimo. Condorcet se ha
esforzado en calcular cudntos jueces habrian hecho falta
para que un error judicial llegara a ser Imposible. 8i se
hubieran utilizado los resultados de este célculo, se habria
estado expuesto a las mismas decepciones que apostando
gobre la fe del célculo, que la oposicién no habria tenido
jaméas ningln representante.

Las leyes del azar no se aplican a estos problemas. Si
la justicia no se decide siempre por buenas razones, usa
menos de 1o que se cree del método de Bridoye; esto puede
ser enciogo, puesto que entonces el sistema de Condorcet
nos pondria a cubierto de los errores judiciales.

{Qué quiere decir esto? Estamos tentados de atribuir
al azar los hechos de esta naturaleza, debido a que las
causas son obscuras, pero esto no es el verdadero azar.
Las causas nos son desconocidas, es verdad, y eilas mismas
son complejas, pero no lo son lo bastante, puesio que con-
servan alguna cosa; hemos visto que es esto lo que dis-
tingue a las causas simples. Cuando los hombres estin
aproximados, no deciden mdas por el azar, e independien-
temente los unos de los otros, reaccionan log unos sobre
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los otros. Multiples causas entran en accién, los azoran,
los lievan de derecha a izquierda, pero hay una causa que
no pueden destruir: son sus costumbres de corderos de
Panurgo. Y esto es lo que permanece.

X

El empleo del cilculo de las probabilidades en lag Cien-
cias exactas entrafia también dificultades. ;Por qué los
decimales de una tabla de logaritmos los del ntimero «
gon distribuidos conforme a las leyes del azar?

Ya he estudiado en otro lugar la cuestién en lo que res-
pecta a los logaritmos, ahi eso es facil, claro es que una
pequeiia diferencia sobre el argumento darid una peque-
fia diferencia sobre el logaritmo, pero una gran diferencia
sobre la sexta decimal del logaritmo. Iincontramos siempre
el mismo criterio.

Pero para el nimero » esto presenta més dificultades;
no tengo nada interesante por ahora que agregar.

Habra muchas otras cuestiones que resolver, si quisie-
ra abordarlag antes de haber resuelto las que me habia
propuesto especialmente.

Cuando constatamos un resultado simple, cuando en-
contramos un numero redondo por ejemplo, decimos que
un resultado parecido no puede ser debido al azar, y bus-
camos para explicarlo una causa no fortuita., Y en efecto,
no hay més que una débil probabilidad para que entre
diez mil niimeros, el azar lleve un nfimero redondo, el
ntimero diez mil, por ejemplo, tiene una posibilidad sobre
diez mil. Pero tampoco hay mas que una posibilidad sobre
diez il para que lleve cualquier otro niimero, y sin em-
kbargo, este resultado no nos sorprenders, puesto que no
nos repugnard atribuirlo al azar, simplemente porgue
chocard menos.

:Existe por parte nuestra una simple ilusién, o hay
casos en que esta manera de ver es legitima? Es preciso
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esperarlo, porque sin esto toda Ciencia seria imposible.
Cuando queremos controlar una hipdtesis, {qué hacemos?
No podemos verificar todas las consecuencias, puesto que
serian infinitas; nos contentamos con verificar algunas y
si lo logramos declaramos la hipétesis confirmada, porgue
tanto éxito no podria ser debido al azar. Y es en el fondo
siempre el mismo razonamiento.

No puedo aqui justificarlo compietamente, tardaria de-
masiado, pero puedo decir que nos encontramos en pre-
sencia de dos hipétesis, o, mejor dicho, de una causa sim-
ple, o bien de este conjunto de causas complejas que la-
mamos azar. Encontramos natural el admitir que la pri-
mera debe producir un resultado simple y entonces si
constatamos este resultado simple, el nimero redondo por
ejemplo, nos parece mas verosimil atribuirlo 2 la causa
simple que debia darnoslo casi seguro, que al azar que no
podria darnoslo mas que una vez sobre diez mil. No suce-
deria lo mismo si constatiramos un resultado que no fuera
simple, es verdad que el azar no lo producird méas de una
vez sobre diez mil, pero la causa simple no tienen més. pro-
babilidades de producirlo,
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BEL RAZONAMIENTO MATEMATICO

CAPITULO PRIMERO

LA RELATIVIDAD DEL ESPACIO

Es imposible representarse cl cspacio vacio; todos los
esfuerzos para imaginar un espacio puro, del que serian
excluidas las imagenseg variables de los objetos materia-
les, no pueden tener por resuliado mas que una represen-
tacién en la que las superficics fuertemente eoloreadas, por
ejemplo, serian reemplazadas por lineas muy débilmente
coloreadas, no se podria llegar hasta el final de esta senda
sin gue todo se desvaneciera y acabara en la nada. De
ahi proviene la relatividad irreductible del espacio.

Cualquiera que hable del espacio abgoluto, emplea una
palabra carente de sentido.

HEsta es una verdad proclamada desde hace mucho tiem-
po por todos los que han reflexionado sobre la cuestién,
pero que muy a menudo olvidamos.

Hstoy en un punto determinado de Paris, en la plaza
del Pantedn, por ejemplo. Digo: volveré aqui mafiana, Si
se me pregunta: ;Entiende usted que volverd al mismo
punto del espacio?, tendré ganas de contesfar: Si. Sin
embargo, estaré equivocado, porque de aqui a mafiana la
Tierra se habri trasladado, llevindose con ella la Fiaza
del Pantedn, la que habri recorrido méas de dos millones
de kilémetros. 8i quisiera precisar mi lenguaje, no gana-
ria nada, puesto que estos dos millones de kilémetros log
ha recorrido nuestro planeta en su movimiento con res-
pecto al Sol, v éste, a su vez, se desplaza con relacién a
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la Via Lactea, la cual sin duda tiene su movimiento sin
que podamos conocer su velocidad. De tal manera, que
ignoramos completamente cuinto se ha desplazado la Pla-
za del Panteén en un dia. En consecuencia, he guerido
decir: Mafiana veré de nuevo la clpula y el frente del
Panteén; y si no existiera mis el Pantedn, mi frase ca-
receria de sentido y el espacio se desvaneceria.

Es esta una de las formas, ia méas banal, del principio
de la relatividad del espacio; pero hay otra, sobre la cual
Delbeuf ha insistido particularmente. Supongamos que,
en una noche, todas las dimensones del Universo se vuel-
ven mas grandes: el mundo permaneceri semejante a él
mismo, déndole a la palabra, semejanza el mismo sentido
que en el tercer libro de Geometria. Solamente, lo que
tenia un metro de largo, mediri en adelante un kilémetro,
lo que media un milimetro, medird un metro. El lecho en
que estoy acostado y mi cuerpo se habran agrandado en
la misma proporcién; cuande me despierte a la mafiana
siguiente, jqué sentimiento experimentaré en presencia
de tan sorprendente transformacién? Pues sencillaments
no me habré dado cuenta de nada. Las medidas més
preciosas serdn incapaces de revelarme nada de esta in-
mensa revolucién, puesto que los metros de qué me servi-
ria habrian variado en la misma proporcion que los obje-
tos que yo tratara de medir con ellos. En realidad, este
trastorno no existe mis que para los que razonan como
si el espacio fuera absoluto. Si he razonado un instante
de la misma manera que ellos es para hacer mis com-
prensiva que su manera de ver implica contradicecién. En
realidad, seria mis conveniente decir que, siendo el espa-
cio relativo, no ha sucedido nada, y que es por esta razén
que no nos hemos dado cuenta de nada.

{Tenemos derecho en consecuencia para decir que se
conoce la distancia entre dos puntos? No, puesto que la
distancia podria sufrir enormes variaciones sin gque pudié-
semos darnos cuenta de ellas, siempre que las otras dis-
tancias hubieran variado en las mismas proporciones. Ha-
ce un momento, vimos que, cuando dije: Estaré aqui ma-
fiana, esto no queria decir: estaré maifiana en e! punto
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del espacio en que estoy hoy; pero si, estaré mafiana a la
misma distancia que hoy del Pantedén. Y he aqui que este
enunciado no basta, pues debo afiadir: Manana y hoy,
mi distancia al Panteén seri igual a un mismo ndmero
de veces el tamaiio de mi cuerpo.

Pero no es esto todo; supuse que las dimensiones del
mundo variaban, pero que por lo menos este mundo per-
maneceria siempre semejante a &l mismo. Se puede ir
atn mas lejos, y una de las teorias méas sorprendentes de
los fisicos moderncs nos va a ayudar en esta ocasiéa.
Segin Lorenz y Fizgerald, todos los cuerpos acarreacos
en e! movimiento de la Ticrra experimentan una defor-
macién. Egta deformacién es muy pequefia, tanto que las
dimensiones paralelas al movimiento de la tierra dismi-
nuirdn en una cienmillonésima, mientras gue las dimen-
siones perpendiculares a este movimente no serédn alle-
radas. Pero poco importa qlec sca débil, basta que exista
para la conclusién a que voy a llegar dentro de poco. En
otro lugar dije que era débil, pero en realidad no sé nada
absolutamente; yo mismo fui victima de la tenaz ilusién
que nos hace creer que pensamos en un espacio absoluto;
pensé en el movimiento de Ia Tierra sobre su érbita elip-
tica alrededor de] Sol, y admili kilometros para su velo-
cidad. Pero a su verdadera vclocidad (entiendo esta vez no
su velocidad absoluta, que no ticne ningtin sentido, sino su
velocidad con respecto al ¢ter) no la conozeo, no tengd
ningtn medio de conocerla; cs posible que sea diez, cien
veces mas grande y entonces la deformacién sera cien, diez
mil veces mas fuerte.

:Podremos poner en evidencia esta deformacién? Evi-
dentemente que no; he aqui un cubo que tiene un metro
de lado, a consecuencia del desplazamiento de la Tierra
se deforma una de sus aristas, la que es paralela a] meo-
vimiento se vuelve mas pequeila, lag otras no varian. Si
quiero constatarlo con la ayuda de un metro, mediré pri-
mero una de las aristas perpendiculares al movimienio y
constataré que mi metro se aplica exactamente sobre esta
arista; y en efecto, ni una ni otra de estas dos longitudes
estéd alterada, porque son perpendiculares al movimiento.
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Quiero medir después la otra arista, la que es paraleia al
movimiento; para esto desplazo mi metro y lo hago girar
de tal manera que pueda aplicarlo sobre mi arista. Pero
el metro, habiendo cambiado de orientacién, se ha vuelto
paralelo al movimiento, ha sufrido, a su vez, la deforma-
cién, de manera que aunque la arista no tenga més que
un metroe de 1011mt 1d se aplicard exactamente y no me
habre dado o le nad

Se me pregun’tara entonees: ,Cudl es la utilidad de la
hipétesis Lorenz-Fizgerald, si ninguna experiencia nos
puede permitir verificarla? Es que me exposicién ha sido
incompleta; no he hablado mas que de las medidas que
se pueden haeer con un metro, pero se puede medir tam-
bién una longitud por el tiempo que la luz tarda en reco-
rrerla, con la condicién de que se admita que la velocidad
de la luz es constante e¢ independiente de la direccitn.
Lorenz podria haberse dado cuenta de los hechos supo-
niendo que la velocidad de la luz es més grande en la
direccién del movimiento de la Tierra que en la direccién
perpendicular. Prefirié admitir que la velocidad es 14 mis-
ma en estas diversas direcciones, pero que los cuerpos son
mAas pequefios en unas que en otras. Si las superficies de
onda de la luz hubieran sufrido las mismas deformaciones
que los cuerpos materiales, no nos hubiésemos dado cuenta
de la deformacién Lorenz-Fizgerald.

Tanto en un caso como en el otro, nc puede haber un
problema de tamafio absoluto, sino de la medida de este
tamafio por medio de un instrumento eualquiera: este
instrume ﬂto puede Ser un metro o el camino recorrldo por

©
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lo que medimos; si ehta relamon es alLerada, no tenemos
ningin medio de saber si es el tamaiio o el instrumento
el que ha variado.

Pero lo que quiero hacer comprender es que en esta
deformacién el mundo no ha permanecido semejante a si
mismo; los cuadrados se han vuelto rectdngulos o parale-
logramos; los circulos, elipsis; las esferas, elipsoides. Y,
sin embargo, no poseemos ningdn medio para averiguar
si esta deformacién es real.
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Es evidente que se podria ir mucho méas lejos; en lugar
de la deformacién de Lorenz-Fizgerald enn la que las
leyes son singularmente simples, se podria imaginar una
deformacidn diferente. 1os cuerpos podrian deformarse
de acuerdo a leyes tan comyplicadas como quisiéramos, y
no ncs dariamos cuenta, siempre gue tedos los cuerpos, sin
excepcién, se deformaran siguiendo las mismas leyes,
diciendo: todos los cuerpos sin excepcién, incluide, como
es l6gico, nuestro cuerpo y los rayos luminosos emanados
de los diversos objetos.

Si mirdramos €l mundo a través de uno de esos espejos
de forma complicada que deforman los cbjetos de una
manera extrafla, las relacioncs mutuas de las diversas
partes de este mundo no serian alteradas: en efecto, si
dos objetos reales se tocan, sus imagenes parecen real-
mente tocarse. Claro es que cuando nos miramos en un
espejo semejante, vemos muy bicn la deformacién, pere
es porque el mundo real subsisle al lado de su imagen
deformada; entonces, aunque cste mundo real nos fuera
ocultado, hay algo que no se nos podria ocultar, es nos-
oiros mismos. No podremos cesar de ver, o al menos de
sentir, nuestro cuerpo y nucstros miembros que han sido
deformados y que contintian sirviéndonos de instrumen-
tos de medida. Pero si abslrayéndonos imaginamos que
nuestro cuerpo se ha deformado, de igual manera que si
se viera a través del espcjo, este instrumento de medida
nos fallaria también y la deformacién no podra ser por lo
tanto comprobada.

He aqui dos universos que son la imagen uno del otro;
a cada objeto P, del Universo A, corresponde en el uni-
verso B, un objeto P’, que es su imagen; las coordenadas
de esia imagen P’ son las funciones determinadas de
por lag del objeto P; estas funciones pueden ser, por otra
parte, cualesquiera; supongo solamente que se las ha
elegido de una vez por todas. Entre la posicién de P 3
la de P’ hay una relacién constante. ;Qué relacién es?
Poco importa, basta que sea constante.

Tstos dos universos seran indiscernibles el uno del ctro.
Quiero decir que el primero ha de ser para sus habitantes
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lo que el segundo es para los suyos. Seria asi mientras
los dos universos permaneciesen extraiocs entre si, Supon-
gamos que vivimos en el universo A, habremos construido
nuestra Ciencia y en particular nuestra Geometria; mien-
traz tanto, los habitantes del universo B, habrin cons-
truido una Ciencia, y como su mundo es la imagen del
nuestro, su Geometria seri también una imagen de la
nuestra, o, mejor dicho, serid la misma. Pero si un dia
nos es abierta una ventana sobre el universo B, nos com-
placeremos de ellos: «Los desgraciados, exclamaremos,
creian haber hecho una Geometria y esto que asi llaman
no es mis que una imagen grotesca de la nuestra; sus
rectas son tortuosas, sus circulos jorobados, sus esferaa
tienen desigualdades caprichosas». Y no es de dudar que
ellos digan otro tanto de nosotros y ne se sabri nunca
quién tiene razon.

Vemos en qué sentido debe ser entendida la relatividad
del espacio; €l espacio es en realidad amorfo y las cosas
que estan dentro de él Ie dan una sola forma. ;Qué debe-
mos pensar entonces de esta intuicién directa que tendria-
mos de la recta o de la distancia? Tenemos tan poca intui-
cién de la distancia en si, que en una noche, lo hemecs
dicho, pedria volverse mil veces més grande, sin que lle-
gasemos a darnos cuenta si todas las otras distancias su-
frieran una idéntica alteracién. Lo mismo en una noche el
universo B podria ser substituido por el universo A, sin
que tuviésemos medio alguno para saberlo, entonces las
rectas de ayer habrian cesado de ser rectas, sin que hu-
biéramos notado nada.

Una parte del espacio no es, en el sentido absoluto de
la palabra, igual a otra parte del espacio, porque si lo es
para nosotros no lo serad para los habitantes del universo
B, y éstos tienen precisamente tanto derecho de rechazar
nuestra opinién como nosotros a condenar la suya.

Ya dije en otra parte cuéles son las consecuencias de
estos hechos desde el punto de vista de la idea que debe-
bos tener de la Geometria no-euclidia y de otras Geome-
trias analogas; no quiero insistir y hoy me colocaré en
un punto de vista un poco diferente,
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II

Si esta intuicién de la distancia, de la direccitn, de la
linea recta, si esta intuicién direcia del espacio, en una
palabra, no existe, {por qué creemos tenerla? Si no es
més que una ilusién, ;de ddénde proviene que esta ilu-
si6n sea tan tenaz? Esto es lo que conviene examinar.

Hemos dicho que no hay intuicién directa de la gran-
deza, que podemos sdlo comprender la relacién de esta
grandeza con respecto a nuestros instrumentos de me-
dida. No hubiéramos podido construir el espacio, si no
hubiéramos tenido un instrumento para medirlo; pues
bien: este instrumento, al cual relacionamos todo, del
que nos servimos instintivamente, es nuestro propio cuer-
po. Y es con relacién a él que situamos los objetos exterio-
res, y las solas relaciones ecspeciales de estos objetos que
pcdamos representarnos no son mis que relaciones con
nuestro cuerpo. Es nuestro cuerpo, por asi decir, quier
nos sirve de sistema de ejes de coordenadas.

Por ejemplo, en un instante «, la presencia del objeto A
me es revelado por el sentido visual; en otro instante g, 1z
presencia de otro objeto 15 me ¢s revelada por otro sen-
tido, el del olfato o el del tacto, por ejemplo. Juzgo qus
este objeto B ocupa la misma posiciéon que el objeto A.
;Qué es lo que esto quicre decir? Primero no significa
que estos dos objetos ocupen en dos instantes diferentes
un mismo punto de un espacio absoluto, que si existiera,
lo mismo escaparia a nuestro conocimiento, porque entre
los instantes ¢ y B el sistema solar se ha desplazado y no
podriamos conocer su desplazamiento. XEsto quiere decir
qgue estog dos objetos ocupan la misma posicién relativa
con relacién a nuestro cuerpo.

i Pero esto qué es lo que quiere decir? Las impresiones
cgue tenemos de estos objetos nos han llegado por con-
ductos totalmente diferentes, €l nervio 6ptico para el ob-
jeto A, el nervio aciistico para el objeto B. Ellos no tienen
nada en comin desde el punto de vista cualitativo. Las
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representaciones que nos podemos hacer de estos dos
objetos son absclutamente heterogéneas, irreductibles la
una de ia otra. Solamente sé que para alcanzar el objeto
A no tengo mas que extender el brazo derecho de cierfa
manera; lo mismo que cuando me abstengo de hacerlo,
me represento las sensaciones musculares y otras sensa-
eiones avdlogas que acompafiarian esta extensién, y esta
representacién estd asociada a la del objeto A.

Ahora bien, sé igualmente que puede alcanzar el obje-
to B extendiendo el brazo derecho de la misma manera,
xtensién acompafiada del mismo coriejo de sensacioneg
musculares. Cuando digo por lo tanto que estos dos cbje-
tos ocupan la misma posicién, no quiero decir otra cosa.

Sé también que habria podido alcanzar el objeto A
mediante otro movimiento apropiado del brazo izquierde
y me represento las sensaciones musculares gue habrian
acompaiiado este movimiento; mediante un movimiento
igual del brazo izquierdo, acompafiade de las mismas sen-
saciones, habria podido alcanzar lo mismo el objeto B.

Esto es muy importante, puesto que de esta manera
podria defenderme contra los peligros que podrian ace-
charme, sea el objeto A, sea el objeto B. A cada uno de
los golpes con que podriamos ser agredidos, la Naturaleza .
ha ascociado una o varias defensas que nos permiten pre<
Servarnos.

Una misma defensa podria hacer frante a varios gol-
pes; ¥y asl es que, por ejemplo, un mismo movimiento
del brazo derecho nos habria permitido defendernos en
el instante o contra el objeto A y en el instante 8 contra
el objeto B. De igual modo, un mismo golpe pusde ser
parado de varias maneras, hemos dicho que podriamos
alcanzar indiferentemente el objeto A, ya sea por cierio
movimiento del brazo derecho o por cierto movimiento
del brazo izquierdo.

Todas estas paradas no tienen nada de comfn entre
gi, sino que permiten guarnecerse econtra un mismo
golpe, ¥ es esto y nada mis que esto lo gue entendemos.
cuando nos dicen que son movimientos convergentes ewn
un mismo punto del espacio. Lo mismo sucede con los
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objetos de los que decimos que ocupan un mismo lugar
en €] espacio, no tienen nada en comin, pero una misma
guardia puede permitir defenderse contra ellos.

O si se quiere mejor, innumerables cables telegréaficos,
los unos centripetos y los otros centrifugos. Los cables
centripetos nos previenen de los accidentes que se pro-
ducen en el exterior, log cables centrifugos deben apor-
tar el remedio. Las conexiones estin establecidas de tal
manera que cuando uno de los cables centripetos es reco-
rrido por una corriente, esta corriente obra sobre un
poste intermedio y produce una corriente en uno de los
cables centrifugos. Las cosas estin arregladas de tal ma-
nera que varics cables centripetos pueden obrar sobre
un mismo cable centrifugo, si un mismo remedio remedia
varios males, y que un cable centripeto puede hacer es-
tremecer varios cables centrifugos, sca simultdncamente,
sea por defecto el uno del otro, siempre que un mismo
mal pueda ser sanado mediante diversos remedics.

Es este complejo sistema de asociaciones, es este cuadro
de distribucion, por decir asi, en (uien reside toda nues-
tra geometria, o si se quicre todo lo que nuestra geome-
tria tiene de instintivo. Lo que llamamos nuestra intuicidén
de la linea recta, o de la dislancia, es la conciencia que
tenemes de estas asociacionces y de su caracter imperioso.

{De dbénde proviene csfe cardcter imperioso?, es facil
comprenderio. Una asociacién nos parecerd tanto més
indestructible cuanto mas antigua sea. Pero estas aso-
ciaciones no son, para Ia mayor parte, conguistas del in-
dividuo, puesto que sc ve la huelly en el nifio recién na-
cido; estas son las conquistas de la raza. La seleccién na-
tural ha debido traer cslas conguistas tantc més veloces
cuanto m4s necesarias hayan sido.

A este respecto, estas a que nos referimos han debido
ser las primeras, puesto que sin ellas la defensa del
organismo habria sido imposible. Desde €] momento en
que lag células no han estado mas yuxtapuesias, sino que
se han visto obligadas a prestarse mas ayuda mutua, ha
sido necssario que se organizase un mecanismo anilego



HENRY POINCARE

al que acabamos de describir para que esta ayuda no se
equivocara de camino y se adelantara al peligro.

Cuando se decapita una rana y se deja caer una gota
de 4cido en un lugar de la piel, trata de limpiarse el
acido con la pata mas cercana y si esta pata le es amputs-
da, se lo quita con la del lado opuesto. He aqui la doble
defensa de que hablé antes, permitiende combatir un mal
con un segundo remedio si el primero falla. Y es de esta
multiplicidad de guardias y de la coordinacién correspon-
diente que resulta el espacio.

Se ve a qué profundidad de la subconsciencia es nece-
sario desecender para encontrar las primeras huellag de
estas asociaciones espaciales, puesto que sélo las partes
més inferiores del sistema nervioso entran en juego.
¢{Cémo sorprendernos, por lo tanto, de la resistencia que
nos oponen a toda tentativa hecha para disociar lo que
después de tanto tiempo estd asociado? Ahora bien, es
esta misma resistencia que llamamos evidencia de las
verdades geométricas: esta evidencia no es otra cosa
que la resistencia que experimenta para romper con las
viejas costumbres, las cuales nos han conformado siempre.

T

El espacio creado de esta manera mo es mas que un
pequefio espacio que no se extiende mas alla de lo que
mi brazo puede abarcar; la intervencién de la memoris
es necesaria para alejar los limites. Hay puntos que
permanecerdn fuera de mi aleance, cualquiera que ses
el esfuerzo que haga por extender la mano; si estuviera
clavado en el suelo como un hidropélipo, por ejemplo,
que no puede extender méis que sus tentdculos, todos estes
puntos estarian fuera del espacio, puesto que las sensa-
ciones que podriamos experimentar, por la accién de log
cuerpos que estarian colocades alli, no estarian asociadas
a la idea de ningln movimiento que nos permitiera al-
canzarlos. Estag sensaciones no nos parvecerian tener nin-
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gln caricter espacial y no tratariamos de localizarlas, Pe-
7o no estamos inmovilizados como los animales inferio-
res; podemos, si el enemigo estd muy lejos, ir a él pri-
mero, y extender la mano cuando estemos lo bastante
cerca. Ksto es alin una parada, pero una parada de largo
alcance. Por otra parte, es una parada compleja ¥ en la
representacién que nos hemos hecho entra la represen-
tacion de sensaciones musculares causadas por los movi-
mientos de las piernas, las sensaciones musculares causa-
das por el movimiento del brazo, las sensaciones de los ca-
nales semicirculares, ete. Debemos representarnos, no un
complejo de sensaciones simulfineas, sino un complejo de
sensaciones sucesivas, que se suceden en un orden deter-
minado, ¥ es por eso que antes dije que la intervencién
de la memoria era necesaria,

Observemos también que para ir a un mismo punto
puedo acercarme més a la mela para tener que extencer
menos la mano, jqué sé yo aun? Iisto no es una, son mil
paradas que puedo oponer & un mismo peligro. Todas
estas paradas estin formadas con sensaciones que pue-
den no tener nada en comun y no obstante las miramos
corao definiendo un mismo punto del espacio, debido a
que pueden enfrentar a estc mismo peligro, ademéis de
estar asociadas entre si o In wnocién de este peligro. Es
la posibilidad de parar un mismo golpe lo que hace la
unidad de estas diversas paradas, como asimismo la posi-
bilidad de ser paradas de la misma manera lo que hace
la unidad de los golpes de naturaleza tan diversa, gue
pueden amenazarnos desde un mismo punto del espacio.
s esta doble unidad la que hace la individualidad de
cada punto del espacio y en la nocién del puntc no hay
ctra cosa.

1 espacio que encaré en el parrafo precedente y que
podria lamar el espacio restringido, estaba relacionado
con los ejes de las coordenadas unidos a mi cuerpo; estos
ejes eran fijos, puesto que mi cuerpo no se movia y mis
miembros solamente se desplazaban. ;Cuiles son los ejes
a los cuales se refiere el espacio extendido?, es decir, el
espacio nuevo que acabo de definir. Definimos un punto
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por la serie de movimientos que hay que hacer para al-
canzarlo a partir de una cierta posicién inicial del cuerpo.
Los ejes estan ligados entonces a esta posicién inieial
del cuerpo.

Pero la posicién que llamo inicial puede ser arbitraria-
mente elegida entre todas las posiciones que mi cuerpo
ha ocupado sucesivamente; si la memoria més o menos
inconsciente de estas posiciones sucesivas es necesaria
para la génesis de Ia nocién del espacic, esta memoria
puede remontarse més o menos lejos en el pasado. De
ahi resulta en la definicién misma del espacio una cierta
indeterminaciéon y es precisamente esta indeterminacion
lo que constituye su relatividad.

No existe més el espacio absoluto, existe s6lo el espacio
relativo a una cierta posicién inicial del cuerpo. Para un
ser consciente, que estuviera fijo en el suelo como los
animales inferiores y que por consiguicnte no conociera
mas que el espacio restringido, cl espacio seria atin rela-
tivo (puesto que se relacionaria a su cuerpo), perc este
ser no tendria conciencia de esia relatividad, puesto que
los ejes a los cuales se referiria este espaciv restringido
no cambiarian. Sin duda, la roca a la cual este ser estaria
encadenado no estaria inmdévil, puesto que seria arrastra-
da en el movimiento de nuestro planeta; para nosotros,
por consiguiente, estos ejes cambiarian s cada instante;
pero para él no cambiarian. Tenemos la facultad de rela-
cionar nuestro espacio extendido tanto a la posicién A
de nuestro cuerpo como a la posicién B, que tenia algu-
nos instantes después y que estames libres de mirar a su
turnoe como inicial; hacemos 2 cada instante cambios in-
conscientes de coordenadas. De esta facultad careceria
nuestro ger imaginaric y comoc no habria viajado. eree-
ria en el espacic absoluto; a cada instante su sistema de
ejes le seria impuesto; aunque este sistema cambiara en
realidad, para él scria siempre el mismo, puesto que é!
seria sicinpre el sistema Unico. No es lo mismo para
nosotros que a cada instante poseemos varios sistemas
entre los cuales podemos elegir a voluntad, con la cen-
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dicién de remontarse mediante la memoria méis o menos
lejos en el pasado,

Hsto no es todo, el espacio restringido no seria homo-
génec; los diversos puntos de este espacio no podrian ser
considerados como equivalentes, puesto que unos no po-
drian ser alcanzados sino mediante los més grandes es-
fuerzos, mientras que otros lo serian fAcilmente, Por el
contrario nuesiro espacio extendido se nos aparece como
homegéneo v decimos que todos los puntos en él son equi-
valentes. ;Qué es lo que esto quiere decir?

Si partimos de una cierta posicién A, podemos, a par-
tir de esta posicidén, efectuar cicrtos movimientos M, ca-
racterizados por un cierto complejo de sensaciones muscu-
lares. Pero a partir de otra posicién B, no podremos eje-
cutar los movimientos M’, que estarin caracterizados por
las mismas sensaciones musculares. Sea entonces a la si-
tuacién de cierto punto del cuerpo, de la punta del indice
de la mano derecha, por ejemplo, ¢n la posicién inicial A,
sea b la situacién de este mismo indice, cuando partiendo
de esta posicién A, se han ejccutado los movimientos M.
Sea después o la situacién de este indice en la posicidén B,
v b’ su situacién cuando particndo de la posicién B, se
han ejecutado los movimientos M.

s Pues bien!, tengo la cestumbre de decir que los pun-
tos del espacio a ¥ b son entre elles como los puntos 2" ¥
b, esto significa simplemente que las dos seriex de movi-
mientos M y M’ estdn acompaiiadog de las mismas sen-
gaciones musculares. Como ccomprende gue pasando de
la posicién A a la posicién B, mi cuerpo es capaz todavia
de efectuar los mismos movimientos, sé que hay un pun-
to en e} espacio que es con respecto al punto a’, lo que
un punto b cualquiera e¢s con respecto al punto a, de tal
manera que los dos puncos a y a’ son eguivalentes. Esto
es lo que Illamamos la homogeneidad del espacio. ¥ al
mismo tiempo es merced a esto que el espacio es relativo,
puesto gque sus propiedades permanecen iguales, ya se
lo relacione cou los ejes A o con los ejes B. De manera
que podemos decir que la relatividad de] espacio y su ho-
mogeneidad son una sola y misma cosa.
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Ahora si quiero pasar al gran espacio, gue no girve
s6lo para mi, pero en el que se puede albergar al Uni-
verso, tendré que llegar por medio de un acto de imagi-
nacién. Me imaginaré lo que experimentarid un gigante
que pudiera alcanzar los planetas con sélo andar unos
pasos; o si se quiere lo que yo mismo sentiria en pre-
sencia de un mundo en miniatura, en que los planetas
serfan reemplazados por pequefias bolas, mientras que S0~
bre una de estas pequefias bolas se agitaria un pequefio
Iiliputiense al que llamaria yo. Pero este acto de imagi-
nacién me seria imposible gi no hubiese construido antes
previsoriamente mi espacio restringido y mi espacio ex-
tenso, para mi uso personal.

v

i Por qué ahora todos estos espacics tienen tres dimen-
giones? Volvamos al «tablero de distribucién» del que
hablamos antes. Tenemos de un lado los diferentes peli-
gros, designémolos por Al, A2, ete., del otro lado de la
lista los diferentes remedios, que llamaremos B1, B2, ete.
Tenemos después las conexiones entre los transmisores
de la primera lista y los de la segunda, de manera que
cuando el avisador del peligro A8 funciona, pedri poner
en oscilacién el poste correspondiente a la guardia B4.

Como antes me referi a cables centripetos o centrifu-
gog, temo que no se vea en todo esto, no una simple com-
paracitn, sino una descripeién del sistema nervicso. No
es este mi pensamiento, por varias razones: primero no
me permitiria enunciar una opinién sobre la estructurs
del sistema nervioso, que desconozco, mientras que los que
lo han estudiado no lo han hecho sino con mucha pru-
dencia; después porque, a pesar de mi incompetencia, veo
que este esquema seria demasiado simplista; v en fin,
pucsto que sobre mi lista de paradas figuran algunas
muy complejas que podrian lo mismo, en los casos del
espacio exbense, como hemos visto antes, estar formadas
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por varios momentos seguidos de un movimiento de bra-
zo. No se trata entonces de la conexién fisica entre dos
conductores reales, sino de la asociacién psicolégica entre
dos series de sensaciones.

Si Al y A2, por ejemplo, estdn uno y otro asociados a
la parada Bl y si Al estd asociado a la parada B2, sucedera
generalmente que A2 y B2 estén también asociados, Si
esta ley fundamental no fuera generalmente veridica, no
existiria més que una intensa confusion y no habria nada
que pudiera parecerse a una concepciéon del espacio o a
una Geometria. ;Cémo definiriamos, en efecto, un punto
del espacio? Lo hemos hecho de dos maneras: por una
pvarte el conjunto de los avisadores A que estin en co-
nexién con una misma parada B; por otra parte el conjunto
de paradas B que estdn en conexién con un mismo avi-
sador A, Si nuestra ley no fuera verdadera, deberia de-
cirse que Al y A2 corresponden a un mismo punto, pues-
to que estin lce dos en conexién con Bl; pero se deberia
decir igualmente que no corresponden a un mismo punto
porque Al estaria en conexién con B2 y no sucederia lo
mismo con A2. Esto seria una contradiccién.

Pero por otro lado si la ley fuera siempre rigurosa y
verdadera, el espacio seria muy diferente de lo que es.
Tenemos dos categorias bien separadas entre las cuales
se repartirian por una parte los avisadores A y por otra
parte las paradas B; estas categorias serian excesivamen-
te numerosas, pero estarian completamente separadas en-
tre si, Bl espacio estaria formado por puntos muy nume-
rosos pero discretos, serian discontinuocs. No hay razén
para ordenar estes puntos en un orden méas que en otre,
ni por comnsiguiente atribuir al espacio més de tres di-
mensiones.

Pero esto no es asi; permitaseme volver a tomar un
instante el lenguaje de las gentes. versadas en Geo-
metria; es neessario porque es la lengua que entenderin
mejor aquellos de quienes trato de hacerme entender.
Cuando gquiero para el golpe, trataré de alcanzar el pun-
to de donde proviene ese golpe, pero basta que me apro-
xime lo bastante cerca; entonces la parada Bl podré res-
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ponder a Al y a A2, si el punto que corresponde a Bl ests
suficientemenle cerca del que corresponde a Al y del
que corresponde a AZ. Pero pedri suceder que el punto
que corresponde a otra parada B2, sea vecino del punto
correspondiente a Al y lo sea bastante del punto corres-
pondiente a AZ. De manera que la parada B2 pueda res-
ponder a Al sin poder responder a A2,

Para el que no conoce aun la Gecmetria esto se tradu-
cird simplemente por una derogacién de la ley enunciada
antes. Entonces las cosas pasarin de la manera siguiente:
dos paradas Bl y B2 estaran ascciadas a un mismo aviso
Al y a un gran nimero de avisos que colocaremos en la
misma categoria que Al y que haremos corresponder a
un mismo punio del espacio. Pero no podremos encontrar
los avisos AZ que estaran ascciados a B2 sin serlo a Bl v
que en desquite lo serdan a B3, el cual B8 no estaba aso-
ciado a Al, vy asi sucesivamente de tal forma que pods-
mos escribir la serie

Bi, Al, B2, A2, B3, A3, B4, A4
en que cada término estd asociado al siguiente v al pre-
cedente, pero no con log términos que distan varias filag.

Es inGtil afiadir que cada vno de los términos de estas
serieg no estd aislado, sino que forma parte de una nume-
rosa categoria de otros avisadores o de otras paradas que
tienen las mismas conexiones que él y que se pueden
considerar como pertenecientes a un mismo punto del
espacio. La ley fundamental con sus exzcepciones perma-
nece por lo tanto casi siempre verdadera. Sclaments, a
consecuencia de estas excepciones, estas categorias, en vez
de estar completamente separadas, se usurpan parcial-
mente enfre si y se penetran mutuamente en wna cierta
medida, d¢ manera que el espacio llega a ser continuo.

Por otra parte, €l orden en el cual estas categorias de-
ben ser ordenadas no es arbitrario v i las levamos de
nuevo a lo serie precedente, se ve que hace falta crdenar
2 entre Al y A2 y por consiguiente entre Bl y B3, v
no ge podria, por cjemplo, colocarlo entre B3 y B4,

Hay enlonces un orden en el cual se ordenan natural-
mente nuest s categporias que corresponden a los punios
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del espacio; la experiencia nos enseiia que este orden se
presenta en la forma de un cuadro de triple entrada, es
por esta razdn que el espacio tiene tres dimensiones.

v

De esta manera caracteriztica del espacio, la de tener
tres dimensiones no es nada mas que una propiedad de
nuestro cuadro de distribucién, una propiedad interna,
por asi decir, de la inteligencia humana, Bastard destruir
algunas de estas conexiones, es decir, de estas asociacio-
neg de ideas para tener un cuadro de distribucién dife-
rvente y esto podria bastar para que el espacio adguiriera
una cuarta dimensién.

Algunas personas se sorprenderin de tal resultado. El
mundo exterior, pensarin, debe servir para algo., Si el
ndmero de 1as dimensiones proviene de nuestra conforma-
eién, podria haber otros seres conscientes que vivieran en
nuestro mundo, pero que estuvieran hechos de distinta
manera que nosotros y que creyeran que el espacic tiene
més o menos. de tres dimensiones. El 3r. de Cyon jno
dijo que los ratones japoneses no tenian mas que dos pares
ds canales semicirculares, por lo que creian que el espacio
no tenia més que dos dimensiones? Y entonces, gi este ser
consciente es capaz de construir una Fisica, no va a hacer
una Fisica de dos o cuatro dimensicnes y que en un sen-
tido seria sin embargo la misma que la nuestra, puesto
que seria la descripeién del mundo en el mismo lenguaje.

Parece en efecto que seria pogible traducir nuestra Fisica
en el lenguaje de la geometria de cuatro dimensiones;
tratar de hacer esta traduccién seria tomarse demasiado
trabajo para muy poco provecho; me limitaré a citar la
Mecanica de Hertz, en la que se ve algo anilogo. Entre
tanto, parece que la traduccién seria siempre menos sim-
ple que el texto, que tendria siemapre el aire de una tra-
duceién, que la lengua de tres dimensiones parece la més
apropiada para la descripeién de nuestro mundo, aungue
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esta descripeién pueda hacerse en Gltimo caso en octro
idioma.

Ademés, no es por azar que nuestro cuadro de distribu-
eion se ha constituido. Hay conexion entre el aviso Al y la
parada Bl; esta es una propiedad interna de nuestrs
inteligencia, pero ;por qué esta conexién? Es porque la
parada Bl permite efectivamente defenderse contra el
peligro Al; esto es un hecho exterior a nosotros, es una
propiedad del mundo exterior. Nuestro cuadro de distri-
bucién no es entonces méas que la traducciéon de un con-
junto de hechos exteriores; si tiene tres dimensiones es
porque se ha adaptado a un mundo que tenia ciertas pro-
piedades; la principal de estas propiedades es la que existe
en los sélidos naturales en que los desplazamientos se ha-
cen giguiendo sensiblemente las leyes que llamamos leyes
del movimiento de los s6lides invariables. Si entonces la
lengua de tres dimensiones es la que nos permite mas
ficilmente describir nuestro mundo, no debemos sorpren-
dernos, esta lengua estd calcada sobre nuestro cuadro de
distribucién; y es a fin de poder vivir en este mundo
que este cuadro ha sido establecido.

He dicho que podriamos concebir viviendo en nuestro
mundo seres conscientes, cuyo cuadro de distribucion
fuera de cuatro dimensiones y que por consiguiente pen-
saran en el hiperespacio. No es posible que seres parecidos,
admitiendo que ellos nazcan, pudieran vivir y defenderse
contra los mil peligros de que se verian amenazados.

VI

Algunas advertencias para acabar. Existe un contraste
sorprendente entre Io burdo de esta Geometria primitiva
que se reduce a lo que llamo un cuadro de distribucion, y
la precisién infinita de la Geometria de los gedmetras. No
obstante, aquélla ha dado origen a ésta; pero no sélo de ella,
ha gido necesario que fuera fecundada por la facultad que
tenemos para censtruir los conceptos mateméticos, tales
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como el de grupos por ejemplo, ha sido preciso buscar en-
tre los conceptos puros el que se adaptara mejor a este
grosero espacio, del cual he tratado de explicar la génesis
en las paginas precedentes y que nos es comin con log
animales superiores.

La evidencia de ciertos postulados geométricos no es,
dijimnos, méis que la repugnancia que sentimos a renun-
ciar a muchas viejas costumbres. Pero estos postulados
son infinitamente precisos, mientras que estas costumbres
tienen alguna cosa esencialmente floja. Desde que quere-~
mos pensar, nos hacen falta postulados infinitamente pre-
cisos, puesto que es el sélo medio de evitar la contradic-
cidén; pero en medio de todos los sistemas de postulados po-
sibles hay algunos que nos repugnaria elegir, puesto que
ellos no concordarian lo suficiente con nuestras costumbres,
por suaves y eldsticas que fuesen, tienen un limite de elas-
ticidad. Hemos visto que si la Geometria no es una cien-
cia experimental, es una ciencia nacida con motivo de la
experiencia, que hemos creado en el espacio que ella estu-
dia pero adaptiandola al mundo en que vivimos, Hemos
escogido el espacio més cémodo, pero es la experiencia Io
que ha guiado nuestra eleccién. Como esta elececidn ha sido
inconsciente, nos parece que nos ha side impuesta, los
unos dicen que es la experiencia quien nos la impone, los
otros que nacemos con nuestro espacio hecho, vamos, des-
pués de lag consideraciones precedentes, cual es en estas
dos opiniones, la parte de la verdad y la del error.

En esta educacién progresiva que ha conducido a la
construceién del espacio, jcuil es la parte del individuo y
cual es la parte de la raza? Dificil es determinarlo. {En
qué medida uno de nosotros, transportado desde su naci-
miento a un mundo enteramente diferente, donde, por
ejemplo, dominarian los cuerpos que se desplazan de
acuerdo a las leyes de movimientos de los sélidos no-eucli-
dios, en qué medida, digo, podria renunciar al espacic
ancestral para construir un espacio completamente nuevo?

La parte de la raza parece preponderante; si es a ella
que debemos el espacio groserc, el espacio ligero del que
hablé antes, el espacio de los animales superiores, ino es
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a la experiencia inconsciente del individuo que debemos
el espacio infinitamente preciso del gedmetra? Es una
cuestion dilicil de resolver. Citemos, no obstante, un hecho
gue demuestra que el espacio que nos legaron nuestros
antecescres aln conserva una cierta piasticidad.

Clertos cazadores aprenden a tirar a los peces bajo el
agua, a pesar que la imagen de estos peces Iss ses trastor-
nada por la refraccion. Lo hacen, por otra parte, instinti-
vamente: han aprendido a modificar su antiguo instinto
de la direccidn, o, gi queremos substituir la azociacién Al,
B1, por otra asociacién Al, Bl, puesio que la experiencia
les ha ensefiado que la primera no tenia éxito.



CAPITULO II
LAS DEFINICIONES MATEMATICAS Y LA ENSENANZA

19 Debo referirme aqui a las definiciones generales en
matemdaticas; esto, al menos, lo que dice el titulo dei
capitulo, pero me serd imposible limitarme a este tema
tanto como lo exigiria la ley de la unidad de accién. No po-
dria tratarlo sin hablar un poco de otros problemas veci-
nos. y si estoy de esta manera obligado a andar de vez
en cuando en las cornisas de derecha a izquierda, os ruegn
que me lo perdonéis.

;Qué es una buena definicién? Para e] filésofo o para
el sabio es una definicién que se aplica a tedos los objetos
definidos ¥ que no ge aplica més que a ellos, lo que satis-
face las reglas de la Légica. Pero en la ensefianza esto no
Io es; una buena definicién es la que es comprendida por
los alumnos. ;Cdémo se hace para que haya tantos espiritus
gue se rehusen a comprender las Matemaéaticas? ;No hay
aqui algo paradojal? He aqui una ciencia que no apela sino
a los principios de 1a Logica, al principio de contradiceién,
vor ejemplo, a este que es, por asi decir, el esqueleto de
nuestro entendimiento, a este cuya ausencia implicaria la
del pemnsar; |y hay gentes que la encuentran obscura, y
sen la mayoria! Que ellos sean incapaces de invenfar,
pase ain, pero que sean incapaces de comprender las de-
mostraciones que se les hacen, que permanezcan ciegos
cuando les presentamos una luz que nos parece brillar con
puro fulgor, esto es sencillamente prodigioso.

Y, sin embargo, no se requiere tener una gran experien-
cia de los exdmenes para saber gque estos ciegos no son
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de ninguna manera seres de exeepcidén. He aqui un proble-
ma que no es facil de resolver, pero que debe preccupar a
todos los que pudieran consagrarse a la ensefianza.

; Qué es comprender? ;Tiene esta palabra el mismo sen-
tide para todo el mundo? ;Comprender la demostracién
de un fecorema es examinar sucesivamente cada uno de los
silogismes de que se compone y constatar que es correcto,
segun las reglas de] juege? ;Lo mismo comprender una
definicién es solamente reconocer que se sabe el sentido
de todos los términos empleados y comprobar que elio no
implica ninguna confradiceiéon?

Si, para algunos, cuande hayan hecho esta constatacidn,
dirdn: he comprendido. No para la mayor parte. Porque
casi todos son mucho més exigentes, quieren saber, no
solamente gi todos log silogisinos de una demostracidon son
correctos, sino porque se encadenan en tal orden y mo en
tal otro. Tanto que pareceridn engendrados por el capricho
y no por una intcligencia constantemente consciente de la
meta a alcanzar crecn no haber comprendido.

Indudablemente no se dan cuenta exactamente de qué
es lo que reclaman, y no serian ni siquiera capaces de for-
mular su desco, pero si no estan satisfechos, sienten vaga-
mente que alguna cosa les falta. [Qué sucede entonces?
Al principio descubren todavia las evidencias que se ponen
ante sus 0jos; pero como no estin unidas mas gue por un
vinculo demasiado unido a las que preceden y a las que
siguen, pasan sin dejar huellas en su cerebro; son inme-
diatamente olvidadas; iluminadas por un instante, vuelven
a sumergirse en seguida en una noche eterna. Cuando estén
mas avanzados no verian ni siquiera esta luz efimera, por-
cue los teoremas se apoyan los unos sobre los otros y los
que necesitarian, habrian sido ya olvidados; es de esta
manera eémo llegan a ser incapaces de comprender las
Matematicas.

No es siempre por culpa del profesor, a menudo es su
inteligencia, que necesita ver el hilo conductor, pero es
demasiado perezosa para buscarlo y encontrarlo. Pero para
ayudarla, hace falta que comprendamos bien qué es l¢ qu2
los detiene.
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Muchos se preguntardn siempre para qué sirve esto.. No
habran comprendido si no encuentran alrededor de ellog, en
la practica o en la Naturaleza, la razén de ser de tal o
cual razén matemAatica. Bajo cada palabra quisieran poner
uns imagen sensible; es preciso que la definicién evoque
esta imagen, que a cada estado de la demostracién elios Ia
vean transformarse y evolucionar. Con esta condicién so-
lamente comprenderdn y retendrin. A menudo, ellos mis-
mos se hacen la ilusién; no escuchan los razonamientos,
miran las figuras; se imaginan haber ecomprendido y no
han hecho mas que ver.

29 jCuéntas tendencias debemos combatir? Y en este
caso, ja cudl habria que fovorecer? A los que se contentan
con la logica pura, ;serd necesario ensefiarles que no han
visto mas que una cara de las cosas? O bien, ;hace falta
decir a los que no se satisfacen con tan poco que lo gue
reclaman no es mnecesario?

En otros términos, ;debemos tratar que los jévenes cam-
bien la naturaleza de su espiritu? Una tentativa parecida
seria vana; no poseemos la piedra filosofal, que nos permi-
tiria transmutar los metales que nos han sido confiados;
todo lo que podemos hacer es trabajarlos acomodindonos
a sus prepiedades.

Muchos nifics son incapaces de llegar a ser matemiaticos;

a pesar de ello es necesario ensefidrselas; los mateméaticos,
ellos mismos no son todos iguales. Basta leer sus obras para
distinguir dos clases de espiritus, los légicos como Weiers-
trass, por ejemplo, y los intuitivos como Rienmann, la
misma diferencia entre nuestros estudiantes, Unos prefie-
ren tratar sus problemas «por el anélisis», como dicen, ¥
los otros «por la Geometrias.
“Es inatil tratar de cambiar cualquier cosa, y esto por
ctra parte, jseria conveniente? Es bueno que haya légicos
e intuitivos; jquién osaria decir que quisiera que Weiers-
trass no hubiese jamés escrito o que no hubiera habido un
Rienmann? Es preciso, entonces, resignarnos con la diver-
sidad de espiritus, o mejor dicho, es preciso alegrarnos.

39 Puesto que la palabra comprender tiene varios senti-
dos, las definiciones que serin mejor comprendidas por
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unos no serdn lay que convendrén a los otros. Tenemos los
gue tratun de huacer nacer una imagen y los que se limitan
a combinar Jas dos formas vacias, perfectamente compren-
sivas, puramente inteligibles, pero que la abstraceién ha
privado de toda materia.

No sé si es necesario citar ejemplos. Citémoslos sin em-
bargo, primero la definicién de las fraccicnes nos va a
proveer de un ejemplo extremo. En lag escuelas primarias
para definir una fraccién se ccrta una manzana o una
torta; se la corta por supuesto por medio del pensamiento
v no en la realidad, porque presumo que los fondos de la
ensefianza primaria no permitsn tal predigalidad. En la
Escuela Normal Superior, por el contrario, o en las Facul-
tades, se dird: una fraccién es el conjunto de dos nimeroa
enteros separados por un trazo horizontal; se definiréd pov
convenciones gue puedan sufrir estos simbolos; se demos-
trard que lag reglas de estas operaciones son las mismas
en el caleilo de los nimeros enteros y se constatars, en fin,
que efectuado de acuerdo a estas reglas, la multiplicacién
de la fraccién por el denominador, se encuentra el nume-
rador. Esto estd muy bien, puesto que se encamina a los
jévenes, después de largo tiempo de estar familiarizados
con la noeién de las fracciones a fuerza de haber partido
manzanas u otros objetos, donde el espiritu, afinado por
una fuerte educacion matemética, ha llegado poco a poco a
desear una definicién puramente légica. ;Pero, cuil no
seria el desconcierto del principiante a quien se la guisiera
servir?

Tales son las definiciones que encontriis en un libro con
justicia admirado y muchas veces coronado: Los «Grudla-
gen der Geometriey, de Hilbert, Veamos, en efecto, cémo
comienza: PENSEMOS TRES SISTEMAS DE COSAS
QUE LLAMAREMOS PUNTOS, RECTAS Y PLANGS.
;Qué son estas cosas? No lo sabemos, y no tenemos que
gaberlo, inclusc seria inconveniente el que tratiramos de
saberlo; todo lo guc tenemos derecho a saber es lo que 1nos
enseflan Ios AXTIOMAS, éste, por ejemplo: Dos puntos dife-
rentes determinai sicmpre ung recte, que es seguida de este
comentario: En lnyuwr de delerminar, podemos decir pasa
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por estos dos puntos; o que ella junto estos dos puntos, o
que los dos puntos estdén situados en lo recta. Asi «estar
situado sobre una recta» estd definido como sinénimo de
determinar una recta. He aqui un libro que me parece muy
bueno, pero que no recomendaria a ningitin estudiante de
Liceo. Por otra parte, pensindolo bien, podria hacerlo sin
temer, pues no creo que prolongara mucho su lectura.

He tomado ejemplos tan extremos, que ningtin maestro
pedria soflar en ir tan lejos.

Pero aun permaneciendo alejados de estos modelos, (no
estd expuesto al mismo peligro?

Estamos en una clase de cuarto afio; el profesor dicta:
el circulo es la unién de los puntos del plano que estin si-
tuados a la misma distancia de vn punto interior llamado
centro. El buen alumno escribe esta frase en su cuaderno;
¢l mal alumno dibuja monigotes; ni el uno ni el otro han
comprendido; entonces el profesor toma la tiza y traza un
circulo sobre el pizarrén. jAhl, piensan los alumnos, ;por
¢ué no lo dijo antes? Un circulo es un redondel, lo ha-
briamos comprendido. Sin duda es el prcfesor quien tiene
razdén. La definicién de los alumnos no habria fenido nin-
gan valor, puesto que no habria servido para ninguna de-
mostracién, y, sobre tode, porque no habria podido darles
Ia saludable costumbre de analizar sus concepciones. Seria
necesario enseiiarles que no comprenden lo que ellos creen
que comprendan sin darse cuenta de su grosero concepto
primitivo y a que desearan ellos mismos que se lo purifi-
caran y se lo pulieran,

49 Volveré sobre todos estos ejemplos; he querido sélo
mostraros las dos concepciones opuestas; hay entre ellas un
violento contraste, Este contraste la historia de la Ciencia
nos lo explica. Si leemos un libro escrito hace cincuenta
afios, la mayor parte de Jos razonamientos que encontre-
moes Nnos pareceran desprovistos de actualidad. Se admitia
en esa época que una funcién continua no podia cambiar
de signo sin anularse; hoy se demuesira. Se admitia que
las reglas comunes del calculo se aplicaban a los ndmeros
inconmensurables; sa lo demuestra hoy. Admitiamos tam-
bién cosas que a veces hap resultado falsas.
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Se fiaba de la intuicién, pero la intuicién no puede dar-
nos la seguridad ni la certeza; nos hemos dado cuenta cada
vez mas y mas. Nos ensefia, por ejemplo, que toda curva
a una tangente, es decir, que toda funcién continua es una
derivada, y esto es falso. Y como teniamos la certeza, ha
sido necesario reducir cada vez més la parte de la intuicién,

i Cémo se ha hecho necesaria esta evolucién? No hemos
tardado en darnos cuenta que la seguridad no podria esta-
blecersc en los razonamientos, si no se la hiciera entrar
primero en las definiciones.

Durante mucho tiempo, los objetos de que se ocupaban
los matematicos estaban mal definidos; se creia conocerlog
porque se los representaba con los sentidos o con la ima-
ginacién, pero no era mis que una imagen grosera y nc
una idea precisa sobre la cual podian basarse los razcna-
mientos.

s hacia alli que los 16gicos han debido llevar sus esfuer-
zos. Tal como para el ntimero inconmensurable.

La vaga idea de continuidad, que debiamos a la intui-
ci6n, se ha resuelto en un sistema complicado de desigual-
dades sostenidas por ntmeros enteros. Es de esta manera
e¢émo se han desvanecido definitivamente tedas las difi-
cultades que asustaban a nuestros padres, cuando reilexio-
naban en los fundamentos de] calculo infinitesimal.

Hoy, en anélisis no quedan mis que los nimeros enteros
o los sistemas finitos o infinitos de némeros enteros reuni-
dos por una red de igualdades y desigualdades.

Las mateméaticas, como hemos dicho, se han aritmeti-
zado.

39 Pero, jereen que las matematicas hayan alcanzado la
seguridad absoluta sin ningln sacrificic? Nada de eso; Io
que han ganado en seguridad lo han perdido en ob] et1v1d2d
Bs alejandose de la realidad que han adquirido esta” pu-

reza perfecta. Se puede recorrer libremente todo su domi-

nio, antes erizado de obstaculos, pero estos obstaculos no
han desaparecido. Han sido solamente transportados a la
frontera, donde falta vencerlos de nuevo si se la quiere
franquear y penetrar en el reino de la practica.

Se poseia una vaga nocién formada de elementos dispa-
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res, los unos a priori, los otros provenientes de experien-
cias mas o menos digeridas; se creia conocer, por la In-
tuicién, las principales prepiedades. Hoy se rechazan los
elementos empiricos no congervando mas que los elemantos
a priori; es una de las propiedades que sirven de definicidn
v todas las otras se deducen por un riguroso razonamiento.
Bsto estd muy bien; pero falta demostrar que esta propie-
dad, cue ha llegado a ser una definicién, pertenece a los
objetos reales que la experiencia nos ha hecho conoceer ¥
de donde hemos sacado nuestra vaga nocién intuitiva, Para
probarlo, serd necesario recurrir a la experiencia, o hacer
un esfuerzo de intuicién, y si no podemos probarlc, nues-
tros teoremas serén perfectamente riguroscs, perc perfec-
tamente inttiles.

T.a i6gica algunas veces engendra monstruos. Después
de medio siglo se ha visto surgir una turba de funciones
caprichosas que parecian esforzarse en parecerse lo menog
posible & las honestas funcicnes gue sirven para algo.

Mas continuidad, o mejor dicho de continuidad, pero no
de derivadas, etc. Mas atn desde el punto de vista légico,
estas funciones extrafias son las mas generales, las que se
encuentran sin haberlas buscado y no aparecen mas que
como cage particular. No les gueda més que un pegquefio
rincén,

Antes, cuando se inventaba una funeién nueva, era con
una mira practica; hoy se las inventa expresamente para
demostrar los errores y razonamientos de nuestros padres
v no se sacarid méas que esto.

Si la I6gica fuera la sola guia del pedagogo, haria falta
comenzar por las funciones mds generales, es decir, por
las méas extravagantes.

Is al principiante a quien haria falta poner en contacto
con este museo teratolégico. 8i no lo hacéis, podrian decir
los 16gicos, no alcanzaréis la seguridad mas que por etapas.

6% Si, puede ser, pero no podriamos vender tan barata
1a realidad, v no entiendo solamente la realidad del mundo
sensible que tiene también su precio, puesto que es para
luchar contra ella que los nueve décimos de vuestros alum-
nos os pedirén armas. Hay una realidad mas sutil que so8-
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tiene la vida de los seres matematicos y que es diferente
a la légica,

Nuestro cuerpo estd compuesto de célulag, v lag células
por dtomos; jestas células y estos dtomos son, por lo tanto,
toda la realidad del cuerpo humano?; ;de la disposicidén de
cstas células proviene la unidad del individuo? ;No es
ésta también una realidad y mucho méis interesante?

Un naturalista que no hubiera estudiado jamas un ele-
fante mas que con el microscopio, jcreeria conocer lo sufi-
ciente a este animal?

Sucede lo mismo en Matematicas. Cuando el 16gico haya
descompuegto cada demostracién en una multitud de opera-
ciones elementales, todas concretas, no poseerd adn toda la
realidad entera, pues no sé qué, que hace la unidad de la
demostracion, le escapard completamente.

En los edificies elevados por nuestros maestros, §de
qué sirve para admirar la obra de] albafiil si no psdemos
comprender el plan del arquitecto? Seglin esto, esta visia
de conjunte, la l6gica pura no puede darnosla, es a la in-
tuicién que hace falta pedirla.

Tomemos por ejemplo la idea de la funcidn continua.
Esto noc es primero mas que una imagen sensible, un rasgo
trazado con tiza sobre la pizarra. Poco a poco se depura ¥
sirve para construir un sistema complicado de desigualda-
des, que reproduce todas lag Jineas de la imagen primitiva;
cuando ha sido terminada toda, se ha descimbrado como
después de la construccién de una bdveda; esta represen-
tacidén grosera, apoyo desde ahora inttil, ha desaparecido y
no ha quadado més que el edificio mismo irreprochable a
los ojos del 16gico. Por lo tanto, si el profesor no recordara
la imagen primitiva, si no restableciera momentaneamente
la cimbra, ;cémo adivinaria el alumno merced a qué ca-
pricho todas estas desigualdades han sido levantadass de
esta manera las unas sobre las otras? La definicién seria
logicamente correcta, pero no le ensefiaria la verdadera
realidad.

79 Ilenos aqui obligados a retroceder; sin duda es duro
para un maestro ensefiar lo que no le satisface entera-
mente, pero la gatisfaccién del maestro no es el Gnico obje-
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to de la ensefianza; debe primero preocuparse de lg que
es el espiritu del alumno y de lo que se desea hacer de él
Los zodlogos pretenden que el desarrolle embrionario de
un anima! resume en un tiemps muy corto toda la historia
de sus antepasados desde los tiempog geolégicos. Parece
que es lo mizmo en el desarrollo de los espiritus. El educa-
dor debe hacer pasar al nific por donde han pasado sus
padres; mags répidamente, pero gin saltearse ninguna eta-
pa. De esta manera, la historia de ls Ciencia debe ser
nuestra primera guia.

Nuestros padres creizn saber lo que es una fraccién, o
qué es la continuidad, o el volumen de una superficie curva,
Somos nosotros los que nos hemos dado cuenta de que no
io =akian. Lio mismo nuestros alumnos creen sakerlo cuan-
do comienzan a estudinr seriamente las mateméaticas. Si,
sin otra preparacién, les digo: «No, ustedes no lo saben;

es precigo que les demuesire esto que les parece evidente»
v si en la demecstracion me apoyo sobre premisas que les
parecen menos evidentes que la conclusion, ;qué pensaran
estos desgraciados? Pensardn que la clenciz matemitica
no es més que un amontonamiento arbitrario de sutilezas
inttiles, o bien les repugnard o se divertirdn como en un
juego al que llegasen cn un estado de espiritu analogo al
de los sofistas griegos.

Mas adelante, al contrario, cuando el espiritn del alum-
no se familiarice con el razonamiento matematico y haya
madurado con ese largo contacto, las dudas naceran de
ellos mismog y entonces vuestra demostracidén serd bien-
venida. Se despertard de nuevo y las cuesticnes se pasarén
sucesivamente al nifio como se pasaron sucesivamente 2
nuestrog padres, hasta que la seguridad perfecta sélo pue-
de satisfacerle. No basta dudar de todo, hace falta saber
el por qué de la duda.

89 El fin principal de la duda matematica es desarrollar
ciertag facultades del espiritu, y, entre ellas, la intuicidén.
Es merced a ella que el mundo matemético permanece en
contacto con el mundo real; y cuando las mateméaticas puras
puedan prescindir, seria preciso siempre tener recursocs
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para salvar ¢l abismo que separa el simbolo de la realidad.
El practicante tendra siempre necesidad, y para un geo-
metra puro debe haber cien practicantes.

El ingeniero debe recibir una educacién matemaéatica com-
pleta, pero, ;para qué debe servirle? Para ver los diversos
aspectos de las cosas y verlos pronto; no tiene tiempo para
buscar la futilidad.

Es preciso que en los pequeiios objetos fisicos complejos
que se le ofrezcan reconozca en seguida el punto donde
podria haber tomado los dtiles mateméaticos que le hemos
puesto en la manc. ;Cémo lo hara si dejamos entre los unos
y ios otros ese abismo profundo cavado por los légicos?

99 Al lado de estos futuros ingenicros, otros alummnos
menos numerosos deben, a su turno, llegar a ser maestros;
es precigso entonces que vayan hasta el fondo; un conoci-
miento profundo y rigurcso de los primeros principics les
es, ante todo, indispensable. Pero esto no es una razén pa-
ra no cultivar en ellos la intuicién; porque se harian una
idea falsa de la Ciencia; si no la mirasen jaméis més que
de un solo lado, y, por otra parte, no podrian desarrcllar
en sus alumnos una cualidad que no poseyeron ellos mismos.

Para el Geémetra mismo esta facultad es necesaria; es
por la l6gica gue se demuestra, es por la intuicién que se
inventa. Saber criticar es bueno, saber crear es mejor.
Sapéis reconocer si una combinacién es correcta, bueno
seria si no poseéis el arte de elegir entre todas las combi-
naciones posibles. La l6gica nos ensefia que sobre tal y tal
camino estamos seguros de no encontrar obstéculos; no nos
dice cudl es e} que lleva al fin. Por esto es preciso ver la
meta de lejos, v la facultad que nos ensefia a verla es la
intuicién. Sin ella, el gedmetra seria como un escritor que
se hubiera aferrado a la Gramética, pero que no tuviese
ideas. Seglin esto, como esta facultad se desarroila, si des-
de que ella se muestra, se la caza o se la proscribe, i se
aprende a desaliarla antes de saber qué es lo que se puede
sacar de bueno.

Y ahora permilidme abrir un paréntesis para insistir so-
bre 1a importancia de los deberes escritos. Las composicio-
nes eseritas no ocupan bastante lugar en ciertos exdmenes,
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en la Kscuela Politéenica, por ejemplo. Se me dice que
cerrarian la puerta a muy buenos alumnos gue saben muy
bien sus curscs, que los comprenden muy bien, v que sin
embargo son incapaces de dar-la menor aplicacidn.

He dicho antes que la palabra comprender tiene diversos
sentidos. No comprenden més que de la primera manera,
vy acabamos de ver que esto no basta ni para hacer un
ingeniero ni para hacer un gedmetra. Y bien, puesto que
es preciso hacer una eleccién, prefiero elegir los que com-
prenden todo.

109 ;Pero ¢} arte de razonar justo no es también una
cualidad precicsa, que el profesor de matemaéticas debe
antes que todo cultivar? Hay que recordarlo y debe pre-
ocuparse desde el principio. Seria desconsoclador ver dege-
nerar la Geometria en una Taguimetria de bajo rango, y no
suscribo de ninguna manera las doctrinas extremas de cier-
tog Oberlehrer alemanes. Pere hay bastantes ocasionss de
ejercitar los alumnos en el razonamiento correcto, en las
partes de las matemdaticas donde los inconvenientes gque
he sefialado no se presentan. Hay largos encadenamientos
de teoremas donde la légica abzoluta ha reinado desde el
principio naturalmente, donde los primeros gedémetras nos
han dado modelos que tendremos constantemente que imi-
tar y admirar.

Es en 1a exposicidn de log primeros principios que hace
falta evitar demasiada sutileza; seria mas desagradable y
por otra parte indtil. No se puede demostrar todo y no
se puede definir todo, serd siempre necesaric pedir pres-
tado a la intuicidn ; qué importa hacerlo un poco méas pronto
o un poco méas tarde, Jo mismo pedirle un poco més que un
poco menos, con tal que sirviéndonos correctamente de las
premisas de que nos ha provisto, aprendamos a razonar
bien.

119 ; ¥s posible Hlenar tantas condicioneg opuestas? jHs
posible en particular cuando se trata de dar una defini-
cién? {Cémo encontrar un enunciado conciso que satisfaga
a la vez las reglas intransigentes de la lbgica, a nuestro
deseo de comprender el puesto de la nocidn nueva en el
conjunto de la Ciencia, a nuestra necesidad de pensar con
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imagenes? Lo mAas a menudo no se le encontrard y es por-
gue no basta enunciar una definicion ; hace faita prepararla
v hace falta justificarla.

i Qué cuiero decir con esto? Ustedes saben lo que he
dicho a menudo: toda definicién implica un axioma, puesto
cue afirma la existencia del objetc definido. La definicidn
no serd entonces justificada, desde el punto de vista pura-
mente 16gico, hasta que se haya demostrado que no entrafia
contradiceién ninguna, ni en log términos ni en las verda-
des anteriores admitidas.

Pero no basta con esto; la definicién nos es presentada
como convencién; pero la mayoria de los espiritus se
rebelarén si ustedes guieren imponerse como Una conven-
cidn avpitraria. No tendrén reposo hasta que uztedes no

Con frecuencia, las definiciones mztematicas, como lo
ha demostrado el sefior Liard, son verdaderas consiruccio-
nes edificadas con todas las pierne con ncciones mas sim-
ples. ; Pero poer qué se han combinado estos elementos asi
habiendo mil posibilidades mAs de combinarics de ocira
manera? ;(Es por capricho? Si no, ipor qué ests combina-
cidn tenia derecho a la existencia que todas las demas? ;A
qué necesidad responde? ;De qué mznera se ha previsto
que desempeharia en el desarrollo de la Ciencia un papel
importante, que abreviaria nuestros razonamisntos ¥ nues-
tros caleulos? ;Hay en la Naturaleza cualquier cbjeto fa-
miligr, que sea, por asi deciv, la imagen indecisa y grosera?

Tisto no es todo; si respondéis a todas estas preguntas de
una manera satisfactoria, veremos que el recién nacido te-
nia derecho a ser bautizado; pero la eleccién del nombre
no es tampoeo arbitraria; es precigo explicar per qué ana-
logias he sido gnizdo y si le han dado nombres iguales o
cosas diferentes, estas cosas, al menos, no difieren sino por
1a maleria v se aproximan por la forma, pues sus propie-
dades son anslogas y, por asi decir, paralelas,

K o este precio que se podran satisfacer todas las ten-
dencing, Si el enunciado es bastante correcto como para
que lo plazea al 1égico, 1z justificacién satisfacers al in-
tuitive. P'ero hay atn algo mejor: todas las veces que esto
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sea posible, la justificacién precederd el enunciado y lo
preparard; entonces sevd conducida al enunciade general
por el eu*cudio de algunos ejemplos particulares,

Otra cosa aln: ninguna de las partes del enunciado de
una definicién tiene por {in el definir un objeio de otra
clase de objetos vecinos. La definicién no serd comprendida
°mo cuando hayan ensefiado, no el chieto definido, sino Ios

bjetos vecines de los que conviene distinguirio y de los que
usuedes habran hecho notar la diferencia y que agregaréis
explicitamente: es por esto que al enunciar la definicién
dije esto o esto otro.

Pero ya es hora de examinar las generalidades v los prin-
¢ipios un poco abstractos que acabo de exponer, pudiendo
ser aplicados en Aritmética, Geomelria, Analisis v en Me-
ehniea.

CARITMETICA

12¢ o se puede definir el nimero entero; en cambio se
5 efine comidnmente las operaciones sobre los nimeros ente-

os. Creo que los alumnos suelen anrenderse estas defini-
ciones de memoria, pero sin n*ribuivleg ningfin sentido.
Hay en esto dog razones: primero, se las hacen aprender
muy rapide, cuando su espiritu 110 rgxperlmenta ninguna
necesidad, puesto que estas definiciones no son satisfacto-
rias desde el punto de vista 1ézico. Para la suma no se
pocimq encontrar una buena, simplemente porque hace fal-
ta detenerse ¥y no ge ¢ abma definir todo. No es definir la
suma decir que ella consigte en agregar. Todo lo que se
puede hacer es partir de un cierto nfimero de ejemplos co-
rrectos y decir: la operacién que acabamos de hacer se
llama suma.

Para la sustraccién es diferente; se la puede definir 18-
gicamente como la operacién inversa de la adicién; pero
;es por ahi que debe comenzarse? Hace fzlta empezar con
e;empiw, 1a reciprocidad de estas dos operaciones; la defi-
nicién se preparari v justificard asi.
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Lo mismo para la multiplicacién: se tomara un problema
particular; se demostraré que se lo puede resolver suman-
dole varios ntimeros iguales entre ellos; se harid ver cn
seguida que se liega méas pronto al resultado por una mul-
tiplicacién. La operacién que log alumnos sabrén ya hacer
por rutina y la definicién légica se deducird muy natural-
mente de ella.

Se definird la divisién como la operacion inversa de la
multiplicacién; perc se comenzari por un ejemplo sacado
a la nocién familiar del reparto y se demostrari por este
ejemplo que la multiplicacién reproduce el dividendo.

Aun qguedan las operaciones sobre las fracciones. No hay
dificultades mas que para la multiplicacién. Lo mejor es
exponer primero la teoria de las proporciones, es de ella
sclo que podré salir una definicién légica; pero para hacer
aceptar las definiciones que se encuentran al principio de
esta teoria, es preciso prepararlag con numerosos ejemplos,
sacados de los clasicog problemas de la regla de tres, en los
que habria que tener cuidado de intreducir las nociones
fraccionarias. No se temerd més el familiarizar a log alum-
nos con la nocién de proporcién por imigenes geométricas,
sea haciendo un llamado 2 sus recuerdos, si ellos han estu-
diado ya la geometria, sea recurriendo a la intuicién di-
recta, si no la han estudiado; loc que los preparari, por
otra parte, para estudiarla. Agregaré, en fin, que después
de haber definido la multiplicacién de fracciones, es pre-
ciso justificar esta demostracién, demostrando que es con-
mutativa, asociativa y distributiva y haciendo notar a los
auditores cémo se ha hecho esta constatacién, para justi-
ficar esta definicién. Hemos visto qué papel desempehan
en todo esto las imagenes geométricas, y este papel esta
justificado por la Filosofia y la Ciencia. 8i la Aritmética
hubiera permanecido pura de toda mezcla con la Geometria,
no habria conocido més que €l ntimero enterc; es por adap-
{arse a las necegidades de la Geometria que ha inventado
olras cosas,
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GEOMETRIA

En geometria encontramos primero la definicién de la
linea recta. ;Pcdemos definir 1a linea recta? La definicién
conocida, el camine mas corto de un punto a otro, apenas
si me satisface, Partiré simplemente de la regla y demos-
traréd primero al alumno cémo se puede verificar una regla
invirtiéndola. Esta verificacién es la verdadera definicién
de la linea recta; la linea recta es un eje de rotacién. Se les
demostrars en seguida cémo verificar la regla por desliza-
miento v tendra una de las propiedades de la linea recta.
En cuanto a esta otra propiedad de ser el camino méas corto
de un punto a otro, es un teorema que puede ser demostrado
apodicticamente, pero la demostracién es muy delicada para
encentrarle sitio en la ensefianza secundaria.

Serd mejor constatar que una regla previamente verifi-
cada se aplica sobre un hilo tendido. No es preciso temer,
en presencia de dificultades anédlogas, justificarlas con gro-
seras experiencias.

Estos axiomas es preciso admitirlos, y si se admite un
poco mas de lo estrictamente necesario, el mal no es muy
grande, lo esencial es aprender a razonar justo sobre los
axiomas una vez admitides. El {io Sarcey, que amaba repe-
tirse, decia, muy a menudo, que en €l teatro el espectador
acepta veluntario todos los postulados que se le imponen al
principio, pero una vez el telén levantado, se vuelve intran-
sigente scbre la légica. Pues bien, lo mismo sucede en
mateméticas.

Para el circulo, se puede permitir el compés; los alum-
nos recorreran al primer golpe de vista la curva trazada;
se les hard observar en seguida que la distancia de dos
puntos del instrumento permanece constante, que uno de
estos puntos es fijo y el otro moévil y asi serd llevado a la
definicién légica.

La definicién del plano implica un axioma, y no es pre-
ciso disimularlo. Se toma una tabla de dibujo y se les hace
notar que una regla movil se aplica constantemente sobre
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esta tabla, conservande tres grados de libertad. Se com-
pararéd con e] cilindro y el cono, superficies schre las
cuales no se podria aplicar una recta a menos de no hacer-
lo con des grades de libertad ; después se tomaran tres plan-
chas de dibujo; se mostrari que pueden resbalar permane-
ciendo aplicadas la una sobre la otra y esto con tres grados
de libertad; ¥ en fin, para distinguir el planc de ia esfera,
que dos de estas tablas, aplicables gobre una tercera, son
aplicables una sobre otra.

Puede ger que os sorprenddis de este incesante emples de
instrumentos méviles; esto es un artificio grosero, pero es
mucho reds fileséfico de lo que al principio parece. (Quéd
es egso de la Geometria para la Filosoffa? Es el estudio de
un grupo. (¥ de qué grupo? El de Jos movimientos de los
cuerpos sé6lidos. ;Cémo definir entonces este grupo sin
hacer mover algunos cuerpos gélidos? [ Debemos conservar
la definicién clasica de las paralelas y decir que se Haman
asi dos rectas que situadas en el mismo planc no se en-
cuentran por mucho que se las prolongue? No, puesto que
esta definicién es negativa, puesto que ella es inverificable
por la experiencia v no podria en consecuencia ser mirada
como un dato inmediato de la intuicién. No, sobre todo,
porgue es totalmente extrafia a la nocién de grupo, a la
consideracién del movimiente de los cuerpes s6lidos, que
es, como he dicho, la verdadera fuente de la Geometria. [ No
valdria més definir primero la traslacién rectilinea de
una figura invariable, como un movimiento donde todos los
puntos de esa figura tienen trayectorias rectilineas; de-
mostrar gue una traslacién parecida es posible haciendo
resbalar una escuadra sobre una regla? De esta constata-
cién experimental, erigida en axioma, seria £acil hacer salir
la nocitén de paralelas y el postulade de Euclides mismo.
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MECANICA

No vey a volver gobre la nocién de la velocidad, de la

aceleracitn o de otras nociones cinematicas; se lag rela-
cionard con ventajas a la de la derivada.

Insistiré, por el contrario, sobre las nociones dindmicas
de fuerza 'y de masa.

Hay una cosa que me gorprende, es cuapntos jévenes
que han recibido la edueacién secundaria son zlejados de
aplicar en €] mundo real las leyes mecanicas que les han
ensefiado. Esto no es solamente porgue sean incapaces;
ellog ni siquiera piensan en eso. Para ellos ¢l mundo de la
Clencia y el de la realidad estin separados por un tabique.
No es raro ver a un sefior bien puesto, probablemente ba-
chiller, sentado en un coche imaginandose que le ayuda a
avanzar empujando sobre la parte delantera y tedo esto con
rmenocsprecio de la accién y de la reaceidn.

Si ensayamos analizar el estado de 4nimo de nuestrus
alumnos, esto nos sorprenderd menos. ; Cudl es para ellos la
verdadera definicién de la fuerza? No aquella que recitan,
gine Ia que, refugiada en un rincén de su entendimiento, les
dirige desde alli todo. Esta definicién hela aqui:

Tias fuerzas son flechas con lag cuales se han hecho
paralelogramos. Estas flechas son seres imaginarios que
no tienen nada que ver con nada de lo que existe en Ia
Naturaleza., Ksto no sucederia si se les hubiera ensefiado
las fuerzas en la realidad antes de representirseles por
flechas.

. Cémo definir }a fuerza? Una definicién 16gica no serig
buena; creo haberlo suficientemente demostrado en otro
lugar. Hay la definicion antropomérfica, Ia sensaeidn del
esfuerzo muscular; esta es verdaderamente muy grosera
v no se puede sacar nada util,

He aqui la marcha que es necesaric seguir: es precisc
primere, para hacer conocer el género fuerte, mostrar una
después de la otra todas las especies de este género; son
numerosas y diversas, hay la presién de los fiuidos sobre
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las paredes de los vasos donde estin encerrados; la tensién
do los cables; la elasticidad de un resorte; la gravedad que
obra sobre todas las moléculas de un cuerpo; los frotamien-
ton; la accion y reaccién mutua normal de dos sélidos en
contacto.

Esto no es més que una definicién cualitativa; es preciso
aprender a medir la fuerza. Para esto se demostrars pri-
mero que se puede reemplazar una fuerza por ofra sin
turbar el equilibrio; encontraremos el primer ejemplo de
esta sustitucidn en la balanza y la doble pesa de Borda.
Demostraremos después que se puede reemplazar un pesoc,
no solamente por otro peso, sino por fuerzas de naturaleza
diferentes; por ejemplo, el freno de Prony nos permite
reemplazar un peso por un frotamiento.

De todo esto sale la nocién de la equivalencia de dos
fuerzas.

Hs preciso definir la direccién de una fuerza. Si una
fuerza F es equivalente a otra fuerza ¥ que es aplicada al
cuerpo considerado intermedio de un cable tendido, de tui
manera que F pueda ser reemplazada por E’ sin que el
equilibrio sea turbado, entonces el punto de unién del cable
serd por definicién el punto de aplicacién de la fuerza ¥’
y el de la fuerza equivalente ¥'; la direccién del cable sera
la direccién de la fuerza B’ v ésta de la fuerza equiva-
lente F.

De ahi se pasarid a la comprobacidn de la equivalencia
de dos fuerzas, Si una fuerza puede reewplazar a otras dos
de la misma direccién, es que es igual a su suma, se de-
mostrard, por ejemplo, que un peso de 20 gramos puede
reemplazar a dos de 10 gramos.

i Es esto suficiente? Todavia no. Sabemos ahora com-
parar la intensidad de dog fuerzas que tienen la misma di-
reccién y el mismo punto de aplicacién; es preciso apren-
der a hacerlo cuando las direcciones son diferentes. Para
esto imaginemos un cable tendido por un peso pasando por
una polea; diremos que la tensién de dos hebras de este
‘able es la misma e igual al peso tensor.

e aqui nuestra definicién, nos permite comparar las
tensiones de nuestras dos hebras sirviéndose de las defini-
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ciones precedentes, de comparar dos fuerzas cualesquiera
teniendo la misma direccidén que estas dos hebras. Es pre-
ciso demostrarlo, justificarlo, que la tensién de la Gliima
hebra permanece igual para un mismo cable tensor, cual-
quiera que sea el niimero y la disposicién de las poleas de
devolucion. Es necesario demostrar a continuacién que esto
no es verdadero si lag poleas estdn sin frotamiento.

Una vez duefio de estas definicicnes, es preciso hacer
ver que el punto de aplicacién de la direccién e intensidad
bastan pars determinar una fuerza; que estas dos fuerzas
para las cuales estos tres elementos son equivalentes y
pueden ser siempre reemplazados el uno por el otro, sea
en el equilibrio, sea en el movimiento, esto cualesquiera que
sean las fuerzas puestas en juego. s necesario hacer ver
que dos fuerzas concurrentes pueden ser siempre reempia-
zadas por una resultante Gnica y que esta resultanie per-
manece lo misma, ya sea que el cuerpo esté en movimiento
0 en reposo vy cualesquiera que sean las otras fuerzas que
les sean aplicadas.

En fin, es preciso ensefiar que las fuerzas definidas, co-
mo acabamos de hacerlo, satisfacen el principio de la ignal-
dad de la accién y de la reaccidn.

Todo esto es la experiencia y solamente la experiencia es
quien puede ensefidrnoslo. Bastard citar algunas vulgares
experiencias, que los alumnos hacen todos los dias sin darse
cuenta ¥ ejecutar delante de ellos un pequefio nlmero de
experiencias simples y bien elegidas.

Cuando se haya pasado por todos estos redeos se podra
representar las fuerzas por flechas vy quisiera yo mismo
que, en el desarrollo de los razonamientos, volviésemos de
cuando en cuando del simbolo a la realidad.

No seré dificil por ejemplo ilustrar el paralelogramo dz
las fuerzas con la ayuda de un pequefio aparato formado
por tres cables, pasando sobre dos poleas tendidas por pe-
sos v haciendo equilibrios tirando sobre un mismo punto.

Conociendo las fuerzag es ficil definir la masa, esta vez
Ia definicién debe ser sacads a la Dindmica: no hay medio
de hacerlo de otra manera, porgue el fin a alcanzar es hacer
comprender la distincidn entre la masa y el peso, Aun aqui
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1a icion debe ser preparada povr medio de experimen-
tos; hay, en efeclo, una magquina gue parece expresamente
hecha para demosirar qué eg la masa. Hs la maquina de

Atwoad. Se recordard las leves de la caida de los cuerpos,
que la aceleracién de la gravedad es.la misma para los
cuerpos pesados que para los ligeros y que varia con la
{atitud, ete.

Ahora, si ustedes me dicen que todos los métodos preco-
nizades por mi son aplicadcs hace ya mucho tierapo en los
Liceos, mis bien me regocijaria que me sorprenderia: sé
que en su conjunto nuestra ensciianza matemética es bue-
na, no deseo que sea trastornada, lo sentiria verdadera-
mente, no deseo mas que me Jornmimtoq Ientamente pro-
gresives. No es preciso que esta ensefianza sufra bruscas
oatilaciones bajo el soplo caprichoso de modas efimeras.
En tempestades parecidas zozobrard su alto valor educa-
tivo. Una buena y sélida 16gica debe continuar haciendo el
fondo. La definicidn es, por ejemplo, siempre necesarie,
pero debe preparar la definicién 1égica, no debe reempla-
zarla, debe al mency hacerle desear, en los casos donde la
verdadera definicién 6gica no puede ser dada Utilmente
mas que cn la ensefianza superior,

Ustedes han comprendido qun esto gue he c¢icho hoy no
implica de ninguna manera el al emrbn de lo que he dicho
en otro lugar. A menude he tomdo la ocasién de eriticar
cievtas definiciones que preconizo hoy. Estas criticas sub-
sisten todas. KEstas cmflmmcmw no pued ¢
provigoriag, Pero a3 preciso pasar por e



CAPITULO I
L&S MATEMATICAS ¥ LA LOGICA
INTRODUCCION

;Pueden las matematicas ser reducidas a la légica sin
haber recurrido a los principios que le son propios? HExiste
una escuela llena de ardor y de fe, que se esfuerza en
establecerlo. Tiene un lenguaje especial en el que se subsg-
tituyen las palabras por signos. Este lenguaje no es com-
prendido mas que por algunos iniciados, de manera que lcs
profanos estin dispuestos a inclinarse delante de las deci-
sivas afirmaciones de los adeptes. Mo ereo que serd intatil
oxaminar estas afirmaeciones de méaz cerca a fin de ver
si justifican el tono perentorio con el cual son presentadas.

Pero para comprender la esencia del problema es nece-
enric entrar en algunos detalles histéricos y recordar en
particular el caracter de los trabajos de Canfor.

Desde hace muche la nocién del infinite habia side in-
troducida en Wateméaticas; pero este infinito era lo que
log fildsofos denominaban un devenir. El infinito mate-
matico no ers més que una cantidad susceptible de erecer
mas alla de todos los ifmites, era una cantidad variable de
guien no se podia decir que HUBIERA DEJADQ ATRBAS
todos log Iimites, sino solamente que los dejaria.

Cantor ha emprendido la tarea de introducir en Mate-
maticas el INFINITO ACTUAL, ¢s decir, una cantidad
gue no sclamente sea susceptible de dejar atras fodos los
limites, sino que sea mirada como si los hubiera pasado.

Se han planteado cuestiones tales como éstas: ;Hay més
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puntos en el espacio que néimeros enteros? ;Hay més pun-
tos en el espacio que puntos en un plano?, ete.

Y entonces el nfimero de los ntimeros enteros, el de los
puntos en el espacio, ete., constituye lo que é] llama UN
NUMERO CARDINAL TRANSFINITO, es decir, un
ntmero cardinal mis grande que todos los niimerog cardi-
nales ordinarios. Y se ha entretenido en comparar estos
nimeros cardinales transfinitos ordenando en un orden
conveniente los elementos de un conjunte que contenia una
infinidad, imaginé también lo que lamé los niimeros ordi-
nariales transfinitcs sobre los cuales no insistiré.

Numerosos matematicos se han lanzadoe sobre sus huellas
v se han planteado una serie de problemas del mismo gé-
nero. Se han familiarizado de tal modo con los nimeros
transfinitos que han llegado a hacer depender la teoria
de los ntimeros finitos de la de los ntmeros cardinales de
Cantor. Segtin su manera de ver para epsefiar la Aritmé-
tica de un modo verdaderamente ldgico, se debia comenzar
por establecer las propiedades generales de los nitimeros
cardinales trangfinitos, después distinguir entre ellos una
pequefia clase, la de los nimerog ordinarics entercs. Mer-
ced a esto se podria llegar 2 demostrar todas las proposicio-
nes relativas a esta pequefla clase (es decir, toda nuestra
Aritmética y Algebra) sin servirse de ningln principic
extrafio a la légica.

Este matodo es evidentemente contraric 2 toda sabia psi-
cologia; por supuesto que no es asi como ha procedido el
espiritu humano para construir las Mateméticas; tam-
bién sus autores no guefian, segln creo, en introducirlo en
la ensefianza secundaria. ;Pero es 16gico o mejor dicho es
correcto? Isti permitido dudarlo.

Los gebémetras que lo han empleado son, sin embargo,
muy numerosos. Han acumulado las formulas v han creido
libertarse de lo que no era légica puira escribiendo memo-
rias en que las férmulas no alternan més con los discursos
explicativos como en los librog de Mateméticas ordinarios,
pero donde estos discursos han desaparecido completa-
mente.

Desgraciadamente han Illegado a resuvltados contradicte-
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rios, es lo que se ha llamado los ANTINOMIOS CANTO-
RIANOS, sobre los cuales tendremos la ocasién de volver.
Estas contradicciones no los han descorazonado y se han
esforzado en modificar sus reglas para hacer desaparecer
las que se habkian ya manifestado, sin estar seguros por
esto que no se manifestarian de nuevo.

Ya es hora de hacer justicia a estas exageraciones, no
espero convencerlos; porque han vivido largo tiempo en
esta atmésfera. Por otra parte cuando se ha refutado una
de sus demostraciones se estid seguro de verla renacer de
nuevo coh cambios insignificantes y ya variag han vuelto
a renacer de sus cenizas, como en otro tiempo la hidra de
Lerna con sus famosas cabezas que rsnacian siempre.
Hércules se las cortd, pero su hidra no tenia més que nue-
ve cabezas, a menos que no fueran once, pero aqui hay
muchas, hay en Inglaterra, en Alemania, en Italia, en
Francia, v es seguro que deberia renunciar a la partida.
No apelo entonces més que a los hombres de buen sentido
y sin partido.

Iin estos dltimos afios, numerocsos trabajos han sido pu-
blicados sobre las mateméticas puras y la filosofia de las
mateméiticas, con miras a desembrollar y aislar los ele-
mentos légicos del razonamiento matemético. Estes traba-
jos han sido analizados y expuestos muy claramente por el
zefior Couturat en una obra titulada: LOS PRINCIPIOS
DE LAS MATEMATICAS.

Para €l sefior Couturat, los trabajos nuevos y en parti-
cular los de los seilores Russell y Péano, han cortado defi-
nitivamente el debate, desde largo tiempo pendiente entre
Leibnitz y Kant. Han mostrado que no hay juieio sintético
a priori (como dijo Kant para designar los juicics que no
podian ser demostrados ni analiticamente, ni reducidog a
identidades, ni establecidos experimentalmente), han de-
mostrado que las Mateméticas son reductibles a la 16gica ¥
que la intuicién no desempena ningtin papel. Es esto lo que



BE RY FCINCAR

el sefior Couturat expuso en la obra que acabo de citar,
¥ lo que dijo més netamente avn en su discurso en el Ju-
bileo de Kant, si bien oi decir a media voz a mi vaeino:
«Se ve bien que es el centenario de la muerte de Kants.
;Podemoes subseribir esta definitiva condenacién? No ic
creo y voy a tratar de demostrar por qué.

II

Lo que nos sorprende primero en la nueva matemética
es gu caracter puramente formal: «Pensemos, dice Hilbert,
tres clases de cosus que llatnaremos puntos, rectas y pla-
nos, convengamos quo una recta esta determinada por dos
puntog, podremos decir que pasa por esos dos puntos o que
estos dos puntos cstan situados sobre la rectas. ;Qué son
estas cosas? No solamente no sabemos nada, sino que
tampoco debemos tratar de saberlas. No tenemos necesi-
dad y cualquiera que no hubiera visto jamas ni un punte,
ni una recta, ni un planc, podria hacer tanta geometria
como hacemos nosotros. La palabra «pasar por» o la pala-
bra «estar situado sobre» no provocan en nosotres ninguna
imagen, sin embargo lo primero es sindnimo de estar deter-
minado y lo segundo de determinar.

De esta manera para demostrar un teorema no es nece-
sario ni util saber lo que quiere decir. Se podria reempla-
zar el gedmetra por el piano para razonar ideado por
Stanley Jevons o si se quiere se podria imaginar una
maquina donde se introducirian los axiomas por una extre-
midad, recogiéndose los teoremas por el otro extremo, como
esa legendaria méquina de Chicago en que los cerdog
cntran vivos y salen transformadcs en jamones y salchi-
chas, Con estas méquinas, el matemético no tendria nece-
sidad de saber lo que hace.

No le reprocho a Hilbert este caracter formal de
su Geometria. Es hacia ahi adonde deberia tender dado el
problema que sc planteaba. Queria reducir al minimo el
ntimero de log axiomas fundamentales de la Geometria y
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hacer la enumeracién completa; segtn esto en los razona-
mientos en que nuestro espiritu permanece activo, en
aquellos en que la intuicién desempefia alin un papel, en los
razonamientos vivos, por asi decir, es dificil introducir un
axioma o un postulado que pase desapercibido. No es sino
despuds de haber vuelto a traer los razonamientos geomé-
tricos a una forma puramente mecanica que ha podido es-
tar seguro de haber tenido éxito en su designic y haber
terminado su obra.

Esto que Hilbert habia hecho para la Geometria, otros
han querido hacerlo para la Aritmética y para el Anélisis.
31 hubiesen tenido éxito, jestarian los kantianos definiti-
vamente condenados al silencio? Puede ser que no, porque
reduciendo el pensamiento matematico a una forma hueca,
se lo mutila. Admitamos (ue hayan establecido que todos
los teoremas puedan deducirse por procedimientos anali-
ticos, por simples combinaciones l6gicas de un ndmero fi-
nito de axiomas y que eslog axiomas no sean més que
convenciones. Bl fildésofo conservaria el derecho de buscar
los origenes de estas convenciones y de investigar por qué
han sido preferidas a las convenciones contrarias,

Y después de todo la correccidn légica de los razona-
raientos que conducen de los axiomas a los teocremas, no es
la sola cosa que debia preocuparnos. (En las reglas de la
16gica perfecta consisten todas lag matematicas? Seria lo
mismo decir que todo el arte del jugador de ajedrez se
reduce a la regla de la marcha de ias piezas. Entre todas
las construcciones que se pueden combinar con los mate-
riales que nos provee la lbgica, es necesario hacer una
eleccitn ; el verdadero gedmetra hace esta seleccidn juicio-
samente, puesto que va guiado por un instinto seguro, o
por cualquier vaga conciencia de no sé qué Geometria més
vrofunda y més oculta, que sola vale tanto como el edificio
construido.

Buscar el origen de este instinto, estudiar las leyes de
esta Geometria profunda, que se sienten y no se enuncian,
seria otra bella tarea para los filésofos que no desean que
la 16gica sea todo. Pero no 3 en este punto de vista que
me quiero eolocar, no es asi como quiero presentar la pre-
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gunta. Este instinto del que acabamos de hablar es nece-
sario al inventor, pero a primera vista parece que se po-
dria prescindir de él para estudiar la Ciencia una vez
creada,

Pues bien, lo que quiero rebuscar es si es verdadero que
una vez admitidos los principios de la Légica se puede, no
digo descubrir, sino demostrar todas las verdades mateméa-
ticag, sin llamar de nuevo a ja intuicidn.

IiI

A esta pregunta, respondi en otro tiempo que no (ver
Ciencias e Hipdtesis, Capitulo 19) ; ;debe ser modificada
nuestra respuesta por log recientes trabajos? Si habia con-
testado que no, es porque el «principio de induccién coni-
pletoy me parecia a la vez necesaric al matematico e irre-
ductible a la Léogica. Ahora se sabe cuil es el enunciado de
este principio.

«31 una propiedad es verdadera del nimero 1 v ¢i se es~
tablece que es verdadera de n-|1, siempre que ella lo sea
de n, seria verdadera de todos los niimeros enteros», en
ello veia el razonamiento mateméatico por excelencia. No
quisiera deecir cémo se ha creide que todos los razona-
mientos matemaéaticos pueden reducirse a una aplicacién de
este principio. Examinando estos razenamientos un poceo
més atentamente se veran aplicados muchos otros proble-
mas anilogos, presentando los migmos caracteres esencia-
les. En esta categoria de principios, el de la intuicidn
completa es el mis simple de todos ¥ es por esto gue lo he
elegido como ejemplo.

El nombre de principio de induccién completa que ha
prevalecido no esti justificado. Este modo de razonar mo
es menos que vna verdadera induccién matematica, que no
difiere de la induccidén comin més que por su certidumbre.
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v

DEFINICIONES Y AXIOMAS

La existencia de estos principios representa para los
légicos intransigentes una dificultad, jcoémo pretenden
substraerse a ella? El principio de induccién completa no
es, dicen, un axioma propiamente dicho o un juicio ginté-
tico a priori; es simplemente la definicién de un ntmero
entero. Entonces es una simple convencidén. Para discutir
esta manera de ver, es preciso examinar mas atenta-
mente las relaciones entre las definiciones y los axiomas.

Volvamos primero sobre un articulo del sefior Couturat
que se refiere a lag definiciones matematicas, que ha apa-
recido en la Ensefianza Matematica, revista publicada por
Gauthiers-Villars y por Georg, en Génova. Veremos la
distincién entre la DEFINICION DIRECTA Y LA DEFI-
NICION POR POSTULADOS.

«La definicién por postulados — dice el sefiecr Coutu-
rat — se aplica no sélo a una nocién, sino a un sistema de
nociones; consiste en enumerar las relaciones fundamen-
tales que las unen, ¥y que permiten demostrar todas las
otras propiedades; estas relaciones son los postulados...»

Si se han definido previamente todas estas nociones,
menos una, entonces esta tltima sera por definicidén el ob-
jeto que verifica estos postulados.

Asi ciertos axiomas indemostrables de los mateméaticos
no serian mas que definiciones disfrazadas. Este punto de
vigta es a menudo legitimo y lo he admitido yo mismo en
lo que concierne al postulado de Euclides.

Los otros axiomas de la Geometria no bastan para defi-
nir completamente la distancia; la distancia sera entonces
por definicién, entre todos los tamafios que satisfacen 2
los otros axiomas, aquel que es tal que el postulado de
Buclides sea verdadero.

Pues bien, los 16gicos admiten para el principio de induc-
cién completa o que admito para el postulado de Euclides,
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no quieren ver en ello mis que una definicién disfrazada.

Pero para que tengamos este derecho hay dos condicic-
nes que cumplir. Stuart Mill decia que toda definicién im-
plica un axioms, por el cual se afirma la existencia del
objeto definido. De esta manera no seria el axioma una
definicién disfrazada, sinec por el contrario la definicién
un axioma disfrazado. Stuart Mill entendia la palabra exis-
tencia en un sentido material y empirico; queria decir gue
definiendo el circulo, ge afirma que hay dos cosas redondas
en la Naturaleza.

En esta forma su opinidn es inadmigible, Los matemati-
cos son independientes de la existencia de los objetos ma-
teriales; en Matematica la palabra existir no puede tener
mas que un gentido, significa exento de contradiccidm.

Rectificado de esta manera, el pensamiento de Stuart
Mill llega a ser exacto al definir un objeto, se afirma que
la definicién no implica contradiecidn.

Si tenemos entonces un sistemsa de postulados y si pode-
mos demostrar que estos postulados no implican contradic-
cidn, tendremos el derecho de considerarios como represen-
tando la definicién de una de las nociones que figuran.
31 no podemos demostrar esto, es preciso que lo admitamos
sin demostraciones y seré entonces un axioma, de manera
que si queremos encontrar la definicién sobre el postulade
volveremos al axioma sobre la definicién.

Lo mas a menudo para ensefiar que una definicidn no
implica eontradiccion se procede por el ejemplo, se trata de
encontrar la manera de formar um ejemplo de un objefo
que esté de acuerdo con la definicién, una A es todo objeto
por el cual una nocién A, y decimos que por definicién,
una A es todo objeto por el cual ciertos postulades son
verdaderos, si podemos demostrar directamente que todes
estos postulados de un cierto cbjelo B son verdaderos, Iz
definicion estard justificada; el objeto B serd un ejemplo
de uno A. Estaremos seguros que los postulados no son
contradictorios, puesto que hay casos en que son.verdade-
ros todos a la vez.

Pero una demostracién parecida por el ejemplo no es
siempre posible.
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Para establecer que los postulados no implican contra-
dicciones es necesario entonces encarar las proposiciones
gque se puedan deducir de estos postulados considerados
como premisas y demosirar que en medio de estas pro-
posiciones no hay dos que sean contrariag la unza a la otra.
3i estas proposicioneg son en cantidades reducidas una
verificacién directa es posible. Este cago es poco frecuen-
te y por otra parte poco interesante.

Si estas proposiciones son infinitas, no se puede hacer
esta verificacién directa, es preciso recurrir a procedi-
mientos de demostracion donde en general se estard forza-
do a invocar este principio de induccidén completo que se
trata precisamente de verificar.

Acabamos de explicar una de lag condiciones que debian
satisfacer a los légicos v veremos mas adelante gue no I
han logrado.

A%

Hay una segunda, Cuando damos una definieidn es para
gque nog sirva.

Volveremos a enconirar, pucs, en la continuacién del
discurso la palabra definida. ;Tenemos el derecho de
afirmar, del objeto represcntado por esta palabra, el pos-
tulado que ha servido de dcefinicién? Si, evidentemente, sl
2 palabra ha conservado su sentido, i no le atribuimos un
sentido diferente. Ksto es lo que sucede a menudo y lo
més frecuente es no durse cuenta, por lo tanto es necesa-
rio ver cémo esta palabra se ha introducido en nuestro
diseurso v si la puerta por la cual ha entrado no implica
en realidad otra definicion que la que se ha enunciado.

mata dificultad se presenta en todas las definiciones de
las Matematicas. La mnocién matemética ha recibido una
definicién muy depurada y muy rigurosa; para el matfe-
mético puro toda vacilacién ha desaparecido; pero si se
la guiere aplicar a las ciencias fisicas, por ejemple, ya no
tenemos nada que hacer con esta nocién pura, sino con
un cbjeto concreto que no es con frecuencia més que una
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imagen grosera. Decir que este objeto satisface aunque
s0lo sea aproximadamente a la definicién, es enunciar una
verdad nueva, que la experiencia solamente puede afirmar
y que no tiene va el caricter de un postulado convencional.

Pero, sin salir de las Mateméaticas puras, se vuelve a en-
contrar la misma dificultad.

Dais del numero una definicién sutil; puesto que una
vez enunciada esta definicién no pensais mas, porque en
realidad no es ella la que os ha ensefiado lo que era el
numero, lo gabiais desde hace mucho tiempo y cuando la
palabra ndmero se encuentra de nuevo le atribuis el mis-
mo sentido que cualquiera daria; para saber cuil es esle
sentido y si eg el mismo en tal o cual frase, ¢s preciso ver
¢6mo habéis introducido esta palabra, la de nfmero, en
estas dos frases. Por e] momento no explicaré més este
punto, porgue ya hemos de tener la ocasién de volver sobre
el mismo.

Asf, he aqui una palabra de la que hemos dade explicita-
mente una definicion A; hacemos a continuacién en el dis-
curse un uso que supone implicitamente otra definicién B.
Es posible que estas dos definiciones designen el mismo
objeto. Pero que esto sea asi es una verdad nueva, gue
es precizo ya sea demostrar ¢ bien admitir como axioma
independiente.

VEREMOS MAS ADELANTE QUE LOS LOGICOS
NO HAN CUMPLIDO LA SEGUNDA CONDICION ME-
JOR QUE LA PRIMERA.

VI

Las definiciones del nimero son muy diversas y nume-
rosas; renuncio incluso a enumerar el nombre de sus auto-
res. No nos debe sorprender que haya tantos. Si una
de ellas fuera satisfactoria, no se enunciaria ninguna
nueva,

3i ecads filésofo que se ha ocupado de esta cuestién ha
creido un deber inventar otra, es porgue no estaba satis-
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fecho de la de sus antecesores, y si no estaba satisfecho
es que creia entrever una peticidn de principio.

He experimentado siempre leyendo los escritos consa-
grados a egte problema un prefundo sentimiento de maleg-
tar; esperaba siempre chocar con una peticién de principio
vy cuando no lo veia en seguida, tenia el temor de haber
mirado mal,

Es que es imposible dar una definicién sin enunciar una
fragse y dificil de enunciar una frase sin poner un nombre
de nimero, o al menos la palabra varios, o al menos un
nombre en plural. Entonces 1a pendiente es reshaladiza y a
cada instante se ecorre el peligro de caer en la peticién de
principio.

No me referiré a continuacion sino a las definiciones en
gue la peticién de principio cstd mas habilmente disimu-
lada.

VII
LA PASIGRAFIA

El lenguaje simbélico creado por el seflor Péano des-
empeiia un pape] muy importante en estas nuevas investi-
gaciones. Es suseeptible de rendir algunos servicios, pere
me parece que el sefior Couturat atribuye una importancia
exagerada que ha debido sorprender el sefior Péano mismo.

01 elemento esencial de este lenguaje son cicertos signos
algebraicos que represenfan las diferentes conjunciones:
st, ¥, donde, pues; que estos signos sean cémodos, es posi-
ble; pero que sean destinados 2 renovar toda la Filosofia,
esto es ctra cosa. Es dificil admitir que la palabra Si ad-
quiera cuandc se la eseribe una virtud que no tenia cuan-
do ge la escribia Si. Esta invencién del sefior Péano se la-
mé primero Pasigrafia, es decir, el arte de escribir un
tratado de MatemAticas sin emplear una sola palabra de
la lengua usual. Este nombre ha definido muy exactamen-
te su alcance.

Después se le ha elevado a una dignidad més eminente,
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confiriéndole e! titulo de Logistica. HEsta palabra parece
que es empleadsa en la Escuela de Guerra para designar cl
arte del sargento de caballeria, el arte de hacer marchar
y acantonar las tropas; pero agui ninguna confusién es de
temer y se ve seguidamente que este nombre nuevo implica
el designio de revolucionar la Légica.

Podemos ver el nuevo método en una memoria matemé-
tica del sefior Burali-Forti lamada Una cuestione sui nu-
wmert tramsfiniti, inserta en el tomo XI.

DE LOS REDINCONTI DEL CIRCOLO MATEMATICO DI PALERMO

Comienzo por decir que esta memoria es muy interesante
v si la tomo aqui para ejemplo es precisamente porgue es
la més importante de todas las que se han escrito en el
nuevo lenguaje. Por otra parte los profanos pueden leerla
gracias a una traducecidén interlineal italiana.

Lo que constituye la importancia de esta memoria es gue
ha dado el primer ejemplo de estos antinomiog que se vuel-
ven a encontrar en el estudio de los nlmeros transfinitos y
que son despuds de varios afios la desesperacion de los ma-
tematicos. El objeto de este trabajo, dice el sefior Burali-
Torti, es demostrar que puede haber dos nitimercs trans-
finitos (ordinales), a y b, tal que a no sea ni igual 4 b, ni
mayor ni menor,

Que el lector se tranquilice para comprender las cuestio-
nes que van a seguir, no tiene necesidad de saber lo que es
un numers ordinal transfinito.

Ahora bien, Cantor habia demostrado precisamente gque
entre dos nimeros transfinitos, como entre dos numeros
finites, no puede haber otra relacion que la igualdad o la
desigualdad en un sentido o en otro. Pero no es de la
esencia de esta memoria que guiero hablar agui; esto me
alejaria demasiado del tema; quiero solamente ccuparme
de la forma y precisamente me pregunto si esta forma le
ha hecho ganar mucho en certeza y si compensa los es-
fuerzos que impene al escritor v al lector,
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Veremos primero al sefior Burali-Forti definir el nime-
ro 1 de Ia manera siguiente:

1-. ™ {KO () (11, h) € (w—: U-‘H—Ol(,
definicién muy propicia para dar una idea del némero 1
a las personas que no hayan oido jamas hablar de &l

Entiendo muy mal el Peanniano para osar arriesgar una
critica, pero me temo que esta definicién no contenga una
peticién de principio, puesto que veo 1 en cifra en el
primer miembro y uno con todos las letras en el segundo.

Sea lo que fuera, el sefior Burali-Forti parte de esta de-
finicion y trag un pequefio céileulo llega a la ecuacidn:

(27) 1eNo,
que nos engefla gue uno ey un ndmero.

Y puesto que estamos cu estas definiciones de los pri-
meros nGmeros recordemos que el sefior Couturat ha de-
finido igualmente 0 y 1.

. Qué es cero?, jes el numero de los elementos de la cla-
se nula? ;Y qué es la clage nula?, ¢s aquella que no contie-
ne ningdn elemento.

Definir cero por nulo y nulo por ninguno, es abusar ver-
daderamente de la riqueza de la lengua francesa: también
el sefior Couturat ha introducido un perfeccionamiento en
su definicidén, escribiendo:

O = iAi¢gr == A0 N = (xedx),
que quiere decir en francés: cero es ¢l nlimero de los obje-
tos que satisface a una condicién que no es jaméas cumplida.

Pero jamés significa, N NINGUN CASQO, no veo que
el progreso sea considerable.

Me apresurc a agregar que la definicién que da ¢l sefior
Couturat del nimero 1 es mas satisfactoria.

Uno, dice en substancia, eg el nimerc de los elementos
de una clase cuyos dos elementos cualquiera son idénticos.

Es méas satisfactoria, y digo en este sentido que para
definir 1, no se sirve jamis del nombre uno, en desquite
se sirve del nombre dos. Pero temo que si se pidiera al
sefior Couturat qué es esto de dos, no se vea obligado a
servirse del nembre uno.
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VIII

Pero volvamos a la niemoria del sefior Burali-Forti; he
dicho que sus conclusiones estin en cposicién directa con
las de Cantor. Ahora bien, un dia reecibi 1a visita del sefior
Hadamard y la conversacién recayé sobre este antinomio.
«El razonamiento de Burali-Forti, le dije, ;no os pa-
rece irreprochable?

No, y al contrario, no encuentro nada que objetar al
de Cantor. Por ctra parte Burali-Forti no tenia el derecho
de hablar de todo el conjunto de log niimeros ordinales.

—Perdén, tenia este derecho, puesto que podia siempre
presentar:

Q=T (No, ¢ >).

Quisiera saber qué es lo que puede impedirselo v ;po-
demos decir que un objeto no existe cuando se le ha
Namado G?»

Fué en vano, no pude convencerlo (lo que por otra parte
hubiera sido lamentable, puesto que tenia razén). ;Se de-
bia solamente a que no hablé el peanniano con bastante
elocuencia? Puede ser, pero entre nosotros no lo creo.

Asi, a pesar de todo este aparato pasigrafico, la cuestién
no estd resuelta, {Qué es lo que este prueba? Mientras se
trate de demostrar que uno es un ndmero, la Pasigrafis
basta, pero si se presenta una dificultad, si hay un anti-
nomio que resolver, la Pasigrafia se torna impotente.



CAP{TULO 1V

LAS NUEVAS LOGICAS

I

LA LGGICA DE RUSSELL

Para justificar sus pretensiones la légica ha tenide.
gue transformarse. Se han visto nacer 16gicas nuevas; la
més interesante de todas cg, sin duda, la del sefior Russell.

Parece como si no hubiera nada nuevo que escribir sobre
la 16gica forma] y que Avistoteles hubiera visto el fondo.
Pero el campo que el sefior Russell atribuye a la légica es
mucho mas extenso que c¢l de la Loégica clasica, ha encon-
trado la manera de decir sobre este asunto cosas origina-
les y algunas veces justas. Primero, mientras que la 16gi-
ca de Aristdteles era antes que nada la 16gica de clases y
tomabz por punto de partida la relacién del motivo con el
predicado, el sefior Russcll subordina la 16gica de clase a
la de las proposiciones. 1.1 silogismo clasico «Séerates es
un hombre, etc.» es substituido por el silogismo hipotéti-
co: 3i A es verdad, B es verdad, por otra parte si B es
verdad, C es verdad, etc. Y esto a mi modo de ver eg una
de las méas felices idcas, porque el sigolismo clisico es
facil de traer el silogismo hipotéfico, mientras que la
transformacién inversa no se hace sin dificultad.

Por otra parte no es esto todo: la l6gica de las propor-
ciones del sefior Russell es el estudio de las leyes de acuer-
do a las cuales se combinan las conjunciones si, ¥, donde,
¥y la negacién mo. Esto es una extension de la vieja logica
Las propiedades del silogismo cldsico se extienden sin tra-
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bajo al silogismo hipotético, y en las formas de este Gltims
se reconocen cémodamente las formas escoldsticas; se vuel-
ve & encontrar lo que hay de esencial en la légica clasica.
Pero 1a teoria del silogismo no es alin mas que la sintesis
de la conjuncién si y puede que también de la negacién.

Adjuntando otras dos conjunciones, ¥ donde, el sefior
Russell abre a la légica un nuevo dominio. Los signos,
¥, donde, siguen las mismas leyes que los dos signos X y +.
es decir, las leyes asociativas, conmutativas y distributivas.
Asi y representa la multiplicaciéon légica, mientras que
donde represents la adicién légica. Esto también es muy
interesante,

M. B. Russell llega a esta conclusién, que una proposi-
¢cién cualquiera falsa implica todas las otras proposicienes
verdaderas o falsas. Kl gefior Couturat dice que esta con-
clusién primero parecerd paradojal. Basta, sin embargo,
haber corregido una mala tesis de matematicas para reco-
nocer cudn justo ha viste el sefior Russell. El candidato se
da con frecuencia demasiado trabajo para encontrar la
primera ecuacidén falsa, pero desde que la ha obtenido, nc
es mas que un juego para &l ir acumulando los resultados
mag sorprendentes, entre los cuales algunos pueden ser
exaclos.

II

Se ve cuinto mas rica es la nueva l6gica que la l6gica
clasica; los simbolos se¢ han multiplicado y permiten varia-
das combinacioncs, QUE YA NO SON EN NUMERO LI-
MITADO, ; Tenemos el derecho de dar a esta extensién el
sentido del nombre l6gica? Seria osadc examinar esta
cuestién y buscar al sefior Russell una simple querella de
nombres. Acordémonos de lo que pregunta; pero no nos
sorprendamos si ciertas verdades, que se habian declarado
irreductibles z la I6gica, en el vigjo sentido del nombre, se
encuentra que han liegado a ser reductibles en la Logica
nueva que es totalmente diferente.

Hemos introducido un gran nimero de nociones nuevas
y no simples combinacicnes viejas; e] sefior Russell no esta
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por otra parte errado y no solamente al principio del pri-
mer capitulo, es decir, de la 16gica de las proposiciones,
sino al principic del segundo y del tercero, es decir, de la
logica de clases v de relaciones, introduce nuevos nombres
gue ha declarado indefinibles.

Y 1o es esto todo, intreduce igualmente principio gue
ha deeclarado indemostrables. Pero estos principios inde-
mostrables son llamados a la intuicidn, son juicios sinté-
ticos a priori... Los mirdbamos como intuitivos cuandso
los volviamos a encontrar, mas o menos explicitamente
enunciados, en los tratades de Mateméticas, jhan cambia-
do de carécter porque ¢l sentido del nombre 16gica ha
aumentado v que los encontramos ahora en un libro ti-
sulado: Tratfedo de Ligica. NO HAN CAMRBIADO DE
NATURALEZA, S0LO IIAN CAMBIADO DE LUGAR.

T

Estos principios (podrian ser considerados como defi-
niciones disfrazadas? Para csto es precizo que haya el me-
dio de demostrar que no Implican contradiceién, Es pre-
ciso establecer que por lejos que se prosiga la serie de
deducciones no se estard expuesto a contradecirse.

He podria tratar de ravonar como sigue. Podemos veri-
ficar que lag operaciones de la nueva ldégica aplicadas a
premisas exentas de contradicecién no pueden dar més que
resultados iguslmente oxentos ds contradiccidn. Si enton-
ces despuds de N operaciones, no hemos vuelto a encontrar
contradiceién, es que tampoco velveremos a encontrar des-
pues de la n + le. s por lo tanto imposible gue haya un
momento en que comience la contradiccidn, lo que demues-
tra que no la volveremos a encontrar més. ;Tenemos el
derecho de razonar asi? No, porque eso seria hacer in-
duccién completa y el PRINCIPIO DE INDUCCION COM-
PLETA, RECORDEMOSLO BIEN, N0 LO CONOCE-
MOS AUN.

Mo tenemos entonces el derecho de mirar sstos axiomas
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como definiciones disfrazadas, no nog queda méis que un
recurso, es preciso admitir por cada uno de ellos un nuevo
acto de intuicién. Por otra parte creo que es el pensamiento
de los seflores Russell y Couturat.

De esta maenra cada una de las nueve nociones indefi-
nibles y de las veinte probabilidades indemostrables (creo
gue si las hubiera contado yo, hubiera encontrado alguna
m#ég), que forman ¢l fundamento de la nueva légica, de la
1ogica en el sentido liberal, suponen un acto nuevo e inde-
pendiente de nuestra intuicién, ;por qué no decirlo?, un
verdadero juicio sintético a priori.

Sobre este punto todo el mundo parece estar de acuer-
do; pero lo que el sefior Russell pretende y ES LO QUE
ME PARECE DUDOSO, ES QUE DESPUES DE ESTCS
LLAMADOS A LA INTUICION, NO SE HARAN MAS:
NO HABRA QUE HACER OTROS Y PODRAN CONS-
TITUIRSE LAS MATEMATICAS ENTERAS SIN HA-
CER INTERVENIR NINGUN ELEMENTC NUEVQ.

v

El seiior Couturat repite con harta frecuencia que esta
16gica nueva es totalmente independiente de la idea del
nitmerc. No me entretendré contando cuantos adjefivos
numerales, tanto cardinales como ordinales, o adjetivos in-
definides, tales como varios, contiene su exponente. Cite-
mos, no obstante, alguncs ejemplos:

«El producto 16gico de dos o varias proposiciones es...»

<El producto reiativo de dos relaciones es una rels-
cidny ;

«Una relacién tiene lugar enire dos términos, etc., ete....»

Algunas veces este inconveniente se podria evitar, pero
a veces eg esencial, Una relacién es incomprensible sin dos
términos; es imposible tener la intuicién de la relacién,
sin tener al mismo tiempo la de sus dos términos y sin
hacer motar que son dos, porque para que la relacién sea
coneebible es preciso que sean dos y solamente dos.
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v
LA ARITMETICA

Llego a lo que el sefior Couturat llama la TEORIA OR-
DINAL y que es e] fundamento de la Aritmética propia-
mente dicha. Kl sefior Couturat comienza por enunciar los
cinco aziomas de Péano, que son independientes como lo
han demostrado el setior Péano y Pados.

19— Cero es un numecro entero,

29 — Cero no es el siguiente de ningiln nGmearo entero.

3. — Il siguiente de un numero entero es un entero, al
que convendria agregar todo entero, a un siguiente.

49 — Dos ntmeros cenleros son iguales si sus siguientes
lo son.

¥l 59 axioma es el principio de induccion completo.

1l sefior Couturat considera estos axiomas como defini-
ciones disfrazadas, constiluyen la definicién por postula-
dos, de cero, de siguiente y del ntmero entero. Pero he-
mos visto que para que una definicién por postulados pue-
da ser aceptada, es preciso establecer que no implica con-
tradieién.

i Hs éste el caso? De ninguna manera.

La demostracién no pucde hacerse por el ejemplo. No
se puede elegir una parte de los nUmeros enteros, por
ejemplo los tres primcros y demostrar que ellos satisfacen
la definicidn.

8i tomo la serie 0, 1, 2, veo que satisface los axiomas 1,
2,4 v 5; pero para que ella satisfaga al axioma 3, es pre-
ciso que 3 sea un entero y por consiguiente que la serie
0, 1, 2, 3 satisfaga los axiomas 1, 2, 4, 5, pero €] axioma 3
exige otro, que 4 sea en entero y que la serie 0, 1, 2, 3, 4
satisfaga los axiomas y asi sucesivamente.

Es por lo tanto imposible demostrar los axiomas para
algunos ndmeros enteros sin demostrarlos para todos, ece
preciso renunciar a la demostracion por el ejemplo.
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Es necesario entonces tomar todas las consecuencias de
nuestros axiomas y ver si no contienen contradiceién. Si
estas consecuencias fuesen en nidmero finito, seria facil;
pero son en nimero infinito; son todas las Matematicas o
al menos toda la Aritmética.

FEntonces, ;qué hacer? En 1ltimo caso se podria repetir
e] razonamiento del nimere tres.

Pero ya lo hemos dicho, ESTE RAZONAMIENTO ES
DE INDUCCION COMPLETQ y es precisamente el prin-
cipio de induccién completo que se trataria de justificar.

Vi

LA LOGICA DE HILBERT

Llego ahora al trabajo capital del sefior Hilbert, el que
ha comunicado al Congreso de los Matematicos en Heidel-
berg y del cual una traduccion francesa debida al sefior
Pierre Boutroux ha aparecido en la Ensefianza Matematica,
mientras que una traduccién inglesa debida al sefior Hals-
ted aparecidé en The Monist.

En este trabajo, en el que se encontraran los pensamien-
tos més profundos, el autor persigue un fin analogo al del
sefior Russell, pero schre algunos puntos se aparta de su
antecesor.

«Mientras tanto — dice —, si miramos de cerea, consta-
tamos gue en los principios 16gicos que se acostumbra pre-
sentar se encuentran implicadas ya ciertas nociones arit-
méticas, por ejemplo, la nocién de conjunto, y en cierta
medida la nocién de Niimero. Asi nos encontramos en-
cerrades en un eirculo y es porque a fin de evitar toda
paradoja me parece necesario desarrollar simultaneamente
los principios de la Ldgica y los de la Aritmética.y

Ya hemos visto esto que dice el sefior Hilbert de los
principios de Ia Légica, TAL COMO SE HA ACOSTUM-
BRADO A PRESENTAR se aplica igualmente a la Logi-
ca del gefior Rugsell, Asi para el seflor Russel la Légica
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es anterior a la Aritmética, para e] sefior Hilbert son
«simultdneas», Entonces veremos méas adelante otras dife-
rentes mas profundas aun. Pero lag sefialaremos a medida
que se vayan presentando; prefiero seguir pasgo a paso el
desarrollo del pensamiento del seiior Hilbert, citando tex-
tualmente los pasajes mas importantes,

«Tomemos primero en consideracién el objeto 1». Haga-
mog notar qgue tratdndole as{ no implicamos de ninguna
manera la nocién del nfimero, porque esti bien entendido
que 1 no es aqui mas que un simbolo ¥ que no nos preocupa-
mos en absoluto de conccer la situacién. «Los grupog for-
mados con este objeto, dos, tres, o varias veces repetidos...»
i Ah, esta vez no es lo mismo si introducimos los nombres
dos, tres, y sobre todo variog, introducimos la nocién de
adtmero y entonces la definicion de ntiraero entero finito
que encontraremos mas adelante liegaré tarde.

El autor estaba demasiado en antecedentes para no darse
cuenta de esta peticién de principio, también 21 fin de
su trabajo busca proceder a una verdadera refacecién.

Hilbert infroduce a continuacién dos objetos simples
1 e =, y encara todas las combinaciones de estos dos obje-
tos, todas las combinaciones de sus combinaciones, ete. Es-
t4 sobreentendido que es preciso olvidar la significacién de
estos dos signos y no atribuirles ninguna. Divide a conti-
nuacién estas combinacioneg en dos clases, la de seres y la
de no seres y hasta este nuevo orden la reparticién es com-
pletamente arbitraria; toda proposicidén afirmativa nos en-
sefia que una combinacién pertenece a la clase de seres,
toda proposicién negativa nos ensefla que cierta combina-
cién pertenece a la de no seres,

VII

Sefialaremos ahora una diferencia que es de la mayor
importancia. Para el sefior Russell, un objeto cualquiera
que él designa por X es un objeto absolutamente determi-
nado, y, scbre el cual no supone nada. Para Hilbert es una
de las combinaciones formadas con los simbolos le =;
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no sabria concebir que se introduzcan otra cosa que lus
combinaciones de los objetos definidos. Hilbert formula en
otra parte un pensamiento en una forma tan clara que
creo que debo reproducir en extenso su enunciado. «Lag
» indeterminadas que figuran en los axiomas (en lugar de
» cualquiera o de todas de la légica ordinaria), represen-
» tan exclusivamente el conjunto de los objetos y las combi-
» naciones que ya estin adquiridas en el estado actual de
» 1a teoria, o que estamos en estado de introducir. Por lo
» tanto, cuando se deduzcan las proposiciones de los axio-
» mas cousiderados, son estos objetos y estos axiomas sola-
» mente a los que tendremog derecho de substituir a las
» indeterminadas.

«No se debera olvidar que cuando aumentamos el nimero
» de chictos fundamentales, los axiomas adqguieren al mis-
» mo tiempo una extensién nueva y deben, por consiguiente,
» ser de nuevo puestos a prueba y en caso de necesidad
» modificados.»

El contraste es completo con la manera de ver del sefior
Russell. Para este tltimo filésofo, podemos subgtituir en
lugar de X, no solamente los objetos ya conocidos, pero no
importa qué. Russell es fiel a su punto de vista que es el
de la comprehension. Parte de la idea general de ser y la
enriquece cada vez més, limitandola y agregéndnle cualida-~
des nuevas. Hilbert, por el contrario, no reconoce como
seres posibles mis que las combinaciones de objetos ya
conocidas; de manera que (uo mirande més gue uno de
los ladss de su pensamiento) se pedria decir que se coloca
en el punto de vista de la extensiom.

VIII

Prodigamos la exposicién de las ideas de Hilbert. Intro-
duce dos axiomas que enuncia en su lenguaje simbélico,
pero que significan en el lenguaje de los profanos como
nosotrog que toda cantidad es igual a ella misma y que
toda operacién hechs sobre dog cantidades idénticas dan
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resultados idénticos. Con este enunciado son evidentes, pe-
ro presentarlos asi serd traicionar el pensamiento del sefior
Hilbert. Para él las mateméaticas se combinan sélo con
simbolos y un verdadero mateméatico debe razonar sobre
ellos sin preocuparse de su sentido. También sus axiomas
no gon para él lo que son para el vulgo,

Los considera como representando la definicién por pos-
tulados del simbolo = hasta aqui virgen de toda significa-
cién. Pero para justificar esta definicion es preciso demos-
trar que estos dos axiomas no conducen a ninguna contra-
diccion.

Por esto el sefior Hilbert utiliza el razonamiento N© 111
sin al parecer darse cuenta de que efectiia la induccidm
completa.

IX

El fin de la memoria del sefior Hilbert es tofalmente
enigmética, y no insistiremos en eila. Las contradicciones
ge acumulan; se siente que el autor tiene una vaga con-
ciencia de la peticién de principio que ha cometido y que
busca en vano la manera de rehacer las fisuras de su razo-
namiecnto.

{ Qué significa esto? En el momento de demostrar que o
definicion del nitmero eniero por el axioma de induccién
complete no implica contradiccion, el sefior Hilbert se ocul-
ta, como se hon ocultado los sefiores Russell y Couturat,
porgue la dificulted es muy grande.

X
LA GEOMETRIA
La Geometria, dice el sefior Couturat, es un vasto cuerpno
de doctrina en el que el principio de induceién completo no

interviene. Esto es verdad en cierta medida; no se puede
decir que no interviene, sine que interviene poco.
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51 nos remitimos a la Rational Geometry del Sr. Halsted
{(New York, John Wiley and Sons, 1904) establecida de
acuerdo a los principios del Sr. Hilbert, se ve intervenir el
principio de induccién completo por primera vez en la
pagina 114 (a menos gue haya buscade mal, lo cual ez
posible).

Asi, la Geometria, que hace algunos aos apenas parecia
el dominio o el reino en gque la intuicién era incontestable,
hoy es donde los logisticog parecen triunfar. Nada mejor
que hacer que medir la importancia de los trabajos del
Sr. Hilbert y la profunda huella gue han dejado sobre
nuestras concepeicnes.

Pero no hay que equivocarse. sCudl es, en suma, el teo-
rema fundomental de la Geometria? Hs gue los axiomas de
la. Geomelria no implicon contadiccion, y este no puede
demostrarse sin el principio de induccién.

i Cémo demostrd Hilbert este punto eseneial? Pues apo-
vandose sobre el Andlisis y por él scbre la Aritmética, v
por elia sobre el principio de induceidn.

¥ gl se inventa otra demostracién, serd preciso atin apo-
varse sobre este principio, puesto que lag consecuencias
vosibleg de log axiomas, las cuales hay que demosirar que
no son contradictorias, zon en niimero infinito,

bi4)
CONTLUSION

Nuestra conclusidén es primero que el principio de induc-
esin no puede ser considerado como la definicién disfrazada
del munds entero.

He aqul tres verdsa

Bl principio de ing

Kl postulado de Huclides.

La ley fisica segin la cual el fésforo funde a los 44°
(citada por el Sr. le Roy).

Se dice: Eotes son tres definiciones disfrazadas, la pri-

des:

luccidn complato.

&
U
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mera la del ntiimero entero, la segunda, la de la linea recta;
la tercera, la del fésforo. Lo admito, pero la segunda no
lo admite para las otras dos; es preciso que explique la
razén de esta aparente inconsecuencia.

Primero vemos que una definicién no es aceptable si no
se establece que no implica contradiccién, Hemos demos-
trado igualmente que, para la primera definicién, esta de-
mostracién es imposible; por el contrario, acabamoes de
recordar que para la segunda, Hilbert habia dado una de-
mostracién completa.

En lo que concierne a la tercera, es claro que no implica
contradiceién; pero (quiere decir esto gue esta definicién
garantice, como seria necesario, la existencia del objeto
definide? No estamos aqui en Ciencias Mateméaticas, sino
en Ciencias Fisicas, y la palabra existencia no tiene el mis-
mo sentido, no significa més ausencia de contradiccién,
significa existencia objetiva.

Y he aqui ya una primera razdn de la distineién que he
hecho entre los tres casos; hay una segunda. En las apli-
cacicnes que tenemog que hacer de estas tres nociones, js2
nos presentan como definidas por estos tres postulados?

Las posibleg aplicaciones del principio de induccién son
innumerables; tomemos por ejemplo una de lag que hemos
expuesio antes, vy donde se trata de establecer que un con-
junto de axiomas no puede conducir a una contradiceién.
Para esto se considera una de las series de silogismos,
pudiendo preseguir partiende de estos axiomag como pre-
misas.

Cuando se ha acabado el N silogismo, se ve que se puede
hacer a2dn otro, v es el n + 1; asi el nGmere n sirve para
contar una serie de operaciones sucesivas, es un nimero
gne puede ser obtenido por adiciones sucesivas.

Hs entonces un nimero después del cual se puede legar
a la unidad por subsiracciones sucesivas. No se podrad evi-
dentemente si se tiene n=—n-—1, porque entonces, por
substraccién, se encontrard siempre el misme nimero, Asi
de esta manera, hemos sido llevados a considerar que el
nimero n implica una definicién del ntimero entero finito,
v esta definicién es la siguiente: Un ndmero enfero finilo
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es el que puede ser obtenido por adiciones sucesivas y es el
que es tal gue n no es igual ¢ n -1,

Planteado esto, ,qué es lo que haremces? Mostramos que
si no hay contradiccién al enésimo silogismo no habra por
adelantado al n + 1, y deducimos que no la habri jamés.
Ustedes, dicen, tengo el derecho de deducir asi, puesto gue
los nimeros enteros son por definicién aquellos para los
que un razonamiento parecido es legitimo; pero esto im-
plica otra definicién del nimero entero, que es la siguiente:
Un nitmero entero es aqucl sobre el cual se puede razonar
por recurrencie; en la especie es aquel del cual se puede
decir que, si la ausencia de contradiccién en el momento
de un silogismo cuyo ndmero es entero siguiente, no habré
que temer ninguna contradiecién por ninguno de los silo-
gismos cuyes numeros son enteros.

Las dos definiciones no son idénticas, son equivalentes,
pero lo zon en virtud de un juicio sintético a priori; m»
se puede pasar de la una a la otra por procedimientos pu-
ramente l6gicos. Por consiguiente, no tenemos el derecho
de adoptar la segunda, después de haber intreducido €] ni-
mero entero por un camino que supone la primera.

Al eontrario, jqué sucede con la linea recta? Lo he ex-
plicado ya, ¥y aunque vacile en repetirlo una vez méas, me
limitaré a resumir muy brevemente mi pensamiento.

No tenemos, como en el cago precedente, dos definiciones
equivalentes irreductibles légicamente la una de la otra.
No tenemosg mas gue una expresada por palabras, Diremos
que hay otra que sentimos sin poder enunciarla, porque te-
nemes la intuicién de ]a linea recta, o porque nos represen-
tamos Ia linea recta. Primero no podemos representirnosia
en el espacio geométrico, sino solamene en el espacio re-
presentativo, v ademds, que podemos representarnos de
esta manera los objetos que poseen las otras propiedades
de la linea recta, salvo la de satisfacer el postulade de
Buclides. Estos objetos son «las rectas no-euclidias», gue
en cierte modo no son entidades faltas de sentido, sinc
circules (de verdaderos circulos de verdadero espacio) oe-
togonales a una cierta esfera. Si entre estos objetos igual-
mente susceptibles de representacién, estian las primeras
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(las rectas euclidias) que lamamos rectas y no las Gltimas
(las rectas no-euclidias), esto es por definici6n.

Y si llegamos, en fin, al tercer ejemplo, a la definicién
del fésforo, vemos que la verdadera definicién serd: Ei
tosforo es el trozo de materia que veo en tal frasco.

XiI

¥ puesto que estoy sobre este asunto, una palabra mas.
Para el ejemplo del fasforo, dije: «Esta proposicién es una
verdadera ley fisica verificable, porque significa: todos
los cuerpos que poseen todas las otras propiedades de] fiés-
foro, salvo su punto de fusidn, fundiran como él a 449>,

Y se me ha respondido: No, esta ley no es verificable,
porgue si verificdramos que dos cuerpos parecidos al £6s-
foro funden el uno a 449 v el otro a 509, se podria siempre
decir que hay, sin duda, otro punto de fusidn, cualquiera
otra propiedad desconocida, por la que ellos se diferencian.

No es esto todo lo que queria decir. Hubiera debido escri-
bir: Todes los cuerpos que poseen tales y tales propiedades
en nirero finito (a saber las propiedades del fésforo que
estin enunciadas en los tratados de Quimica, exceptuado el
punto de fusion), funden a 449.

W para poner mas en evidencia la diferencia entre los
casos de la recta y el fésforo, hagamos adin una adverten-
cia. La racta posee en la Naturaleza varias imagenes mas
o menos imperfectas, de las cuales los principales son los
rayos luminosos v el eje de rotacidn de un cuerpo sélide.
Supongo que se ha constatado que el rayo luminoso no sa-
tisface el postulado de Euclides, por ejemplo demostrando
gque una estrella tiene un paralzje negativo.

;Qué haremos? Deduciremos que la recta, siendo por
definicién la trayectoria de la luz, no satisface al postula-
do, o bien, por el contrario, que la recta satisface por defi-
nicién al postulado, el rayo luminosc no es rectilineo?
Seguramente estamos en libertad de adoptar una u otra
definicién y por consiguiente la una o la ofra conclusién;
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pero adoptar la primera seria esttpido, puesto que el rayo
luminoso probablemente no satisface mas que de una ma-
nera imperfecta, no solamente al postulado de Fuclides,
sino a las otrag propiedades de la linea recta, que si se
separa de la recta euclidia, no se aparta menos del eje de
rotacion de los cuerpos sélidos que es otra imagen imper-
fecta de la linea recta, que en fin él es sin duda motivo
de cambio, de manera que tal linea que era recta ayer,
cesard de serle mafiana si cualquier circunstancia fisica
ha cambiado.

Supongamos que se descubra que el f6sforo no funde
a los 449, sino a log 4399, ;Deduciremos que siendo el
fosforo por definicién lo que funde a los 449, este cuerpo
que llamamog fésforo no es el verdadero?, ;o que por €l
eontrario el fésforo funde a log 432 9°? Aqui aun estamos
libres de adoptar una u otra definicién y por consiguiente
una u otra conclusién, pero adoptar la primera seria estd-
pido, porque no se puede cambiar el nombre de un cuerpe
todas las veces que se determina una nueva decimal de
su punto de fusidn.

XIII

En resumen, los sefiores Russell e Hilbert han hecho
uno y otro un vigoroso esfuerzo; han eserito ambogs libros
llenos de puntos de vista originales, profundos y a menu-
do muy justos. Estos dog libros nog haran reflexionar y
nos enseifiardn mucho. Entre sus resultados, algunos, mu-
chog de entre ellog, son sélidos y destinados a subsistir.
Pero de ahi s decir que han zanjado definitivamente el
debate entre Kant y Leibnitz es exagerar; serfa arruinar
Ia teorfa kantiana de las Mateméticas. Yo no sé si real-
mente han creido haberlo hecho, pero si lo han creido, se
han equivecado.



CAPITULO V

108 YLTIMOS ESFUERZOS DE LOS LOGISTICOS

Los logisticos han tratado de contestar a las considera-
ciones que preceden. Para esto les ha sido preciso irans-
formar la logistica, v el sefior Russell en particular ha
modificado sobre ciertos puntos sus vistas primitivas. Sin
entrar en detalle en el debate, quisiera volver sobre las
cuestiones mas importantes a mi entender; las reglas de
la Logistica, (han hecho sus pruebas de fecundidad e
infalibilidad? ;Es verdad que permiten demostrar el prin-
cipio de induccién completo sin ningin llamado a la in-
tuicién?

iI
LA INFALIBILIDAD DE LA LOGISTICA

En lo que concierne a la fecundidad, parece que el gefior
Couturat se hace sencillas ilusiones. La logistica, segin
8, presta a la invencién «los zancos y las alas», y en la
pagina siguiente: «Hace diez afios que el Sr. Péano ha
publicado la primera edicién de su formularios.

iCémo es que hace diez afios que tiene alas y aun no
ha volado!

Tengo en la méas alta estima al Sr. Péano, que ha
hecho cosas muy bonitas (por ejemplo su curva que llena
toda un Area); pero, en fin, no ha ido ni mas Iejos, ni
maéas alte, ni més-de prisa que la mayor parte de los mate-
maticos apterog, [y hubiera podido hacer todo tan bien
con sus piernas!
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No veo, por el contrario, en la Logistica, mas que trabas
para el inventor; no nos hace ganar en concisién, lejos
de ahi, y si hacen falta 27 ecuaciones para establecer gue
1 es un ntmero, ;cuintas haridn falta para demostrar un
teorema verdadero? Si distinguimos con el Sr. White-
hecad el individuo X, la clase donde el solc miembro es x,
vy que ge llamard x, puesto que la x es la clase cuyo solo
miembro es X y que se llamara X, creemos que estas dis-
tinciones, por Ttutiles que sean, jvan a aligerar mucho
nuestro modo de andar?

La logistica nos obliga a decir todo lo que sobreenten-
demos, nos obliga a avanzar paso a paso; es, sin duds,
mas seguro, pero no es méas rapido.

INo son las alas lo que ustedes nos dan, son andadores.
Pero tenemos el derecho de exigir que estos andadoreg nos
impidan caer. KEsto serd su sola excusa. Cuando un wvalor
no trae un gran interés, hace falta por lo menos que sea
una colocacién de padre de familia.

{Debemos seguir ciegamente vuestras reglas? Porque
¢i no seria la intuicion gola la que nos permitiria discernir
entre ellas, pero entonces es preciso que sean infalibles:
no ef sino en una autoridad infalible que se puede tener
una confianza ciega.

Ysto eg una necesidad para ustedes. Ustedes serdn in-
falibles o no lo seran. No tienen el derecho de decirnos:
«Wos hemos equivocado, es verdad, pero ustedes también
s¢ han equivecado». Equivecarnos para nosotros es una
desgracia, una gran desgracia; para ustedes es la muerte.

No digiis nada més: {es que la infalibilidad de la Arit-
mética impide los errores de la suma? Las reglas del
calculo son infalibles y, sin embargo, se ve equivoecarse a
los que no aplican estas reglas; pero al revisar les caleu-
los ge notard en seguida =n qué mcmento se han apartado
de ellas. Aqui no es esto; los logisticos han aplicado sus
reglag y han caido en la contradiceién y esto, si es verdad,
gue se aprestan a cambiar sus reglas y a «sacrificar la
nocién de clase». jPor qué cambiarlas si son infalibles?

No estamos obligados, dicen uskedss, a resolver ahora
o nunco todos log problemas posibles. Oh! no os hemos
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pedido tanfo; =i, si frente a un problema ustedes no die-
sen ninguna solucién, no tendriamos nada que decir; perc
por el contrario, ustedes nos han dado dos, que son con-
tradictorias; por consiguiente, una al menos es falsa y
esto es una falla.

M. Russell trata de conciliar estas coniradicciones, lo
que no puede hacerse segin él, «sino reduciendo o sacri-
ficando la nocién de clases. Y el sefior Couturat, descon-
tando el éxito de esta tentativa, agrega: «Si los Iogisticos
tienen éxito alli donde los otros han fracasado, el Sr. Poin-
caré querrd bien recordar esta frase y hacer el honor de
la solucién a ]a Logisticas.

Pero no; La Logistica existe, tiene su cédigo que tiene
yva cuatro ediciones, o méas bien es este cédigo la Logis-
tica misma. ;El sefior Russell se apresta a demostrar que
uno al menos de dos razonamientos contradictoios hea
transgredido el cédigo? De minguna manera, se apresia
a cambiar estas leyes y a abrogar un cierto ntmero. 3i
tiene éxito, haré honor a la intuicién del seiior Russell y
no a la Logistica peanniana que habri destruide.

18]

LA LIBERTAD DE LA CONTRADICCION

Habia opuesto dos cbjeciones a la definicién del ni-
mero entero adoptada por los logisticos. ;Qué respende
el Sr. Couturat a la primera de estas dos cbjecicnes?

:Qué significa en matematicas la palabra existir? Sig-
nifica, dije, estar exento de contradiccién. A esto el sefior
Couturat contesta: «La existencia légica, dice, no es la
ausencia de contradiccién. Consiste en el heche de que
una clase no es hueca; decir: «Existen las A, es por de-
finicién afirmar que la clase A no es nulay. Y sin duda
afirmar que la clase A no es nula, es por definicién afir-
mar que existen las A»,

Pero Jas dos afirmaciones estidn desprovistas de sen-
tido, a menos que no signifiquen las dos que se pueden
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ver o tocar lag A, este sentido dade por log fisicos y los
raturalistas, o bien que se puede concebir una A, sin
ser arrastrade a contradicciones, este es el sentido que
les dan log logisticos y log mateméticos.

Para el Sr. Couturat no es la no-contradiccién lo que
prueba la existencia, es la existencia lo que prueba la no-
contradiceién. Para establecer la existencia de uma clase.
es necesario entonces establecer, por medio de un ejem-
plo, que hay un individuo perteneciente a esta clage: «Pero
diremos, ;cémo demostraremos la existencia de este in-
dividuo? No es preciso que esta existencia sea estable-
cida para gue se pueda deducir la existencia de la clage,
de la cual forma parte. Y bien, no por paradojal que pa-
rezca esta asercién no se demuesira jamés la cxistencia
de un individuo. Los individuos solamente porgue lo son,
son siempre considerados como existentes. No se puede
jamis expresar que un individuo exista, absolutamente
hablando, sino que él existe en una clases. Fl Sr. Coutu-
rat encuentra su propia asercién paradojal y no gerd por
cierto €l solo. Debe por lo tanto tener un sentido; quiere
deeir, sin duda, que la existencia de un individuo, solo
en el mundo, y de! cual no ge afirma nada, no puede aca-
rrear contradiceion, por lo tanto, que él sera tinico; es
evidente que no podri molestar a nadie. Pues bien, sea;
admitamoes la existencia del individuo «absolutamente ha-
blando», ncs queda por demostrar la existencia del indi-
viduo «en una clase», y para esto necesitamos siempre pro-
bar que la afirmacion: tal individuo pertenece a taj clase,
no es contradictoria ni en ella misma, ni con log otros
postulados adoptadoes.

«fsto, entonces, es admitir una exigencia arbitraria,
continta el Sr. Couturat, y abusiva, que pretende que una
definicién no es vélida si no se prueba primero que no
es contradictoria. No se podria reivindicar en términos
més enérgicos y orguilosos la libertad de la contradiceiéns.
En tode caso Uonus probandi ineumbe a los que creen gue
agtos principios son contradictorics, Los postulados son
presumides compatibles hasta probar lo contrarie, jo mis-
mo que un scusado es presumids inccente.
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Indtil afiadir que no subscribo esta reivindicacion, Pe-
ro dicen ustedes: la demostracion que usted exige de nos-
ctros es imposible, y usted no puede intimarnos a «tomar
la Luna con los dientes». Perdén, esto es imposible para
ustedes, nero no para nosctros, que admitimos el principio
¢e induceidn como un <«juicio sintéiico a priori». Y esto
serd tan necesario para ustedes como para nosotros.

Para demostrar que un sistema de postulados no im-
plica contradiceidén, es necesario aplicar el principio de
induccitn comrleto; no solamente esta manera de razonar
no tiene nada de «caprichosa», sino que es la correcta.
Mo es verosimil que se le haya jamés empleado: y no es
dificil encontrar «ejempics y precedentess. He citado dos
en mi articulo que estin sacados del folleto del Sy. Hilbert.
Mo he sido el ¢inico que ha hecho uso ¥ guien no lo ha
hecho hizo mal. Lo que reprocho al Sr. Hilbert no es el
haber recurrido (un mateméatico de raza como €l no podia
no ver que necesitaba una demostracién y que era la Gnica
posible), sino el haber recurrido sin reconocer el razoha-
miento per recurrencia.

v
LA SEGUNDA OBIECION

Sefizlé un segundo error de les logisticos en el sriiculo
del Sr. Hilbert. Hoy el Sr. Hilbert estd excomulgado, ¥
el Sr. Couturat no lo mira mis como logistico; ms va a
preguntar si he encontrade la misma falta en los logisti-
¢os ortodoxos. Mo, no la he visto en las paAginas que he
leido; no 88 si la encontraréd en las trescientas paginas
que estén escritas y gue no tengo ganas de leer.
Necesario es que las cometan el dia que guieran sacar
de la Ciencia Matematica una aplicaeién cualguiera. Hsta
cieneia no tiene por objeto Unicamenie conbemnlar eter-
namente gu ombligo; toca a la Naturaleza y un dia u otro
tomars contacto con ella; este dia necesitard sacudir las
definiciones verbales v no valerge més de palabras.
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Volvamos al ejemnplo del Sr. Hilbert, Se trata siempre
del razonamiento por recurrencia y de la cuestién de saber
si un sistema de postulados no es contradictorio. El sefior
Couturat me dird sin ninguna duda que entonces esto no
toca a él, pero puede ser que les interese a los que nos
reivindican como ¢! la libertad de contradiccién. Queremos
establecer como antes que no encontramos contradiccién
después de un nimero cualquiera de razonamientos, tan
grande como se quiera, siempre que este ntmero sea fi-
nito. Para esto es preciso aplicar el principio de indue-
cién. ;Debemos entender aqui por ntmero finito todo
nimero al cual, por definicién, se aplique el principio de
induccién? Evidentemente que no, pues de lo contrario
nos veriames conducidos a las mas molestas consecuencias.

Para que tengamos el derecho de plantear un sistema
de postulados, es necesario que estemos seguros de que no
son contradictorios. Esta es una verdad admitida por la
mayor parte de los sabios. Habria escrito para todos antes
de haber leido el dltimo articulo del Sr. Couturat. Pers.
Jqué significa? Querra decir: es preciso que estemos se-
guros de no volver a encontrar contradiccién después de
un namero finito de proposiciones; el nimero finito sien-
do por definicién aquel que goza de todas las propiedades
de naturaleza recurrente; de tal manera que si una de
estas propiedades faltara, si, por ejemplo, caemocs sobre
una contradiceidn, convendriamos en decir que el nimero
en cuestién no es finito?

En otros términos queremos decir: es preciso que este-
mos seguros de no volver a encontrar contradiccién, con
la condicién de convenir en detenernos justo en el mo-
mento en que estariamos al punto de encontrar una.

Basta enunciar una proposicién parecida para conde-
narla,

Asi, no solamente el razonamiento del Sr. Hilbert supe-
ne el principio de induccién, sino que supone que este
prinecipio nos es dado no como una simple definicidén sinoc
como un juicio sintético a priori.

En resumen:

Una demostracién es necesaria,
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La sola demostracién posible es la demostracién por
recurrencia.

No es legitima si no se admite el principio de induccién
y si se la mira no como una definicién sino como un juicio
sintético,

Voy ahora a abordar el examen del nuevo trabajo del
Sr. Russell. Este trabajo ha sido escrito para vencer las
dificultades levantadas por estos Aniinomios cantorianos
a los que ya hemos aludido con harta frecuencia, Cantor
crey6 poder constituir una Ciencia del Infinito; otros se
le adelantaron en el camino que habia abierto, pero cho-
caron pronto con extrafias contradicciones. KEstos antino-
mios son ya numerosos, pero los mas célebres son:

19 El antinomio Burali-Forti;

29 El antinomio Zermelo-Konig;

39 El antinomio Richard.

Cantor demostré que los nimeros ordinales (se trata de
nimeros ordinales transfinitos, nocién nueva introducida
por él) pueden ser ordenados en una serie lineal, es decir,
que de dos nameros ordinales desiguales, hay siempre
uno que es mAas pequefio que e] otro. Burali-Forti demues-
tra lo contrarin, y, en efecto, dice en breves palabras que
si se pueden colocar tcdos log nlimeros ordinales en una
serie lineal, esta serie definird un ntGmero ordinal que
serd mas grande que todos log otros, se podra a continuva-
cién afiadir 1 v se obtendri todavia un ndmero ordinal
que serd afin méas grande, v este es contradictorio.

Volveremos mas adelanie sobre el antinomio Zermelo-
Konig, que es de naturaleza diferente, He aqui el antino-
mio Richard (Revista General de Ciencias, 30 de junio
de 1905). Consideremos todos los ntmeros decimales que
gse puedan definir con la ayuda de un nimero finito de
palabras; estos nGmeros decimales forman un conjunto E
v es facil ver que este conjunio es numerable, es decir,
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que se pueden numersr los diversos nitmeros decimales
de este conjunto desde el 1 hasta el infinito. Supongamos
la numeracién efectuada v definamos un numero N de la
manera siguiente: Si la n decimal de n nimero del con-
junto B es

}27374! 576’7’8’9

.

g, 1
la n decimal de N seri:
1,2, 3,4,5,6,7, 8,1, 1,

Como se ve, N no es igual 2] N ntimero de B, y como n
es cualquiera, N no pertenece a B y por lo tanto N debera
pertenecer a este conjunto, puesto que lo hemos definido
con un ntmero finito de palabras.

Veremos més lejos que el Sr. Richard ha dado con mu-
cha sagacidad en la explicacién de su paradeja y que su
explicacién puede extenderse, mutati mulandis, a las otras
paradojas andlogas. El Sr. Russell cita atn otre antinomio
bastante divertido.

§Cudl es el mds peguedio nimero entero gue no se puede
definir por une frase formeda de menos de cien polabras
francesas?

Este numero existe; y en efecto, los niimeros suscepti-
bles de ser definidos por una frase parecida son en nimerc
finito, puesto que las palabras de Ia lengua francesa no son
en nimero finito. Entonces entre ellos habri uno gue serd
méas pequefio que todos los otros.

Por otra parte, este ntmero no existe, puesto que su
definicién implica contradiccidén. Este ntmere, en efecto,
g2 encuentra definido por la frase en itilica que estd for-
mada por menos de cien palabras francesas; y por defini-
cién este nimero no puede ser definido por una frase
parecida.

=
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VI
ZIGZAG-THEORY Y NOICLAS-THEORY

¢ Cual es la actitud del Sr. Russell en presencia de estas
contradiceiones? Después de haber analizado las que aca-
bamosg de referirnos y de haber evitado otras aln, después
de haberlas dado una forma que hace pensar en el Epime-
nida, no vacila en concluir:

«A propositional function of one variable does not always
determine a class». Una funcidén proposicional (es decir
una definicién) no determina giempre una clase. Una pro-
positional function o «<norm» puede ger «no predicativay. ¥
esto no quiere decir que estas proposiciones no predicati-
vas determinen una clase hueca, una clage nula; esto no
guiere decir que no haya ningtlin valor de X que satisfaga
a la definicién y que pueda ser uno de los elementos de la
clase. Los elementos existen, pero no tienen derecho de sin-
dicarse para formar una clase,

Pero esto no es méas que el comienzo, v es preecigo saber
reconocer i una definicion es o no predicativa; para resol-
ver este problema, el Sr. Russell vacila entre tres teorias
que él llama:

A. The zigzag theory.

B. The theory of limitation of size;

C. The no classes theory.

De acuerdo con la zigzag teoria: «las definicicnes, fun-
cicnes proposicionales determinan una clase cuando son
muy simpleg v no cesan de hacerlo sino cuando son muy
complicadas vy obscurasy. § Quién decidird ahora si una de-
finicién puede ser mirada como suficientemente simple pa-
ra ser aceptable?

A esta pregunta no hay regpuesta, sino la leal confesidn
de una completa impotencia: «las reglas gque permitirian
reconocer si estas definiciones son predicativas, serian ex-
tremadamente complicadas ¥ no podrian recomendarse por
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ninguna razén plausible. ¥is un defecto que se podria re-
mediar con mas ingeniosidad o sirviéndose de distinciones
no sefialadas aln. Pero hasta aqui, buscando estas reglas,
no he podido encontrar otro principio director que la aun-
gsencia de contradieeidn.

Ista teoria permanece entonces obscura, en esta noche,
un solo resplandor; es la palabra zigzag. Esto que el
Sr. Russell llama la zigzag-giness es sin duda el caracter
particular que distingue el argumento de Epiménides,

De acuerdo a la teoria of limitation of size, una clase
cesarsy de tener derecho a la existencia si estd muy exten-
dida. Puede ser que pudiera ger infinita, pero no seria ne-
cesario que lo fuera mucho,

Pero encontramos siempre la misma dificultad, jen qué
momento llegard a serlo con exceso? Claro es que esta difi-
cultad no estid resuelta, y el Sr. Russell pasa a la tercerz
teoria.

En la no classes theory le es prohibido pronunciar la pa-
labra clase, y se debe reemplazar esia palabra por peri-
frases variadas. Qué cambio para los logisticos que no ha-
blan mas que de clases y de clases de clases. Va a ser nece-
sario rehacer toda la logistica. { Se figuraran cuél va a ser
el aspecto de una pagina de Logistica cuando se hayan su-
primido todas las proposiciones en que figure el problema
de clase? No quedaran mas que algunos sobrevivienteg es-
parcidos en medio de una pagina blanca. Apparent rari
nontes in gurgite vasto.

Sea lo que sea, se ve cuiles son las vacilaciones del
or. Russell, las moaqificaciones que va a hacer sufrir a los
principios fundamentales que ha adoptado hasta aqui. Van
a ser necesarios criterics para decidir si una definicidn es
muy complicada o muy extensa, y estos criterios no podran
ser justificados mas que por un llamado a la intuicidén.

Es sobre la no classes theory que el Sr. Russell se incli-
na finalmente,

Sea lo que sea, la logistica hay que rehacerla y no se sabe
bien lo que se podra salvar. Initil agregar que el Canto-
rismo y la Logistica estdn solos en causa: las verdaderas
Matematicas, aquellas que sirven para cualquier cosa, po-
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dran continuar desarrolldndose de acuerdo a sus principios
propios, sin preocuparse de las tormentas que reinan fuera
de ellas y continuaran paso a paso sus conquistas acostum-
bradas que son definitivas ¥ que no han abandonado jamaés.

Vil

LA VERDADERA SOLUCION

; Qué eleccién debemos hacer de estas diferentes teorias?
Me parece que la solucién estd contenida en una carta del
Sr. Richard del que hablé antes y que se encontrari en la
levista General de Ciencias del 30 de junrio de 1905. Des-
pués de haber expuesto el antinomio que hemos llamado el
antinomio Richard, da la explicacién.

Volvamos a lo que hemos dicho de este antinomio en el
parrafo V: E es el conjunto de todos los nitmeros que se
pueden definir por un ntmero finito de palabras, sin irniro-
ducir la nocién del conjunto. Sin ello, la definicién de E
contendria un circulo viciose; no se puede definir E por
el conjunto E mismo.

Segun esto, hemos definido N en un nimero finito de
palabras; es verdad, pero apoyandonos sobre la nocidn de
conjunto BE. Y he aqui por qué N no forma parte de E.

En el ejemplo elegido por el Sr. Richard, la conclugién
sa presenta con una evidencia entera, y la evidencia pare-
cerd atin mis grande cuando se lea e} texto de su carta.
Pero la misma explicacién vale para los otros antinomios,
asi que es facil verificarlo.

Asi las definiciones que deben ser consideradas como no
predicativas son las que contienen un circulo vicioso. Y los
ejemplos que preceden muestran suficientemente bien lo
que entiendo por esto.

. Es esto lo que el Sr. Russell llama 1a zigzag-giness?
Planteo la cuestidn sin resolverla.
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VIII
LAS DEMOCSTRACIONES DEL PRINCIPIO DE INDUCCION

Examinemos ahora las pretendidas demostraciones deil
principio de induccién y en particular las del Sr. White-
head y del Sr. Burali-Forti.

Hablemos primero de la de Whitehead y aprovechemos
algunas demostraciones nuevag felizmente introducidas por
el Sr. Russell en su reciente trabajo.

Liamemos clase recurrente a toda clase de nGmero que
econtenga cero y que contenga N 1 si ella contiene n.

Llamemos ndmero inductivo a tedo nttmero que forme
parte de todas las clases recurrentes,

i Con qué condicidén esta ultima definicidn que desempe-
fia un papel esencial en ls definicién de Whitehead sera
«predicativa» y, por congsiguiente, aceptable?

Hg preciso entender de acuerdo a lo que antecede. Por
todas las clasges recurrentes, todas a las que en la definicidén
no entra Ia necién de nlmero inductive.

Sin esto se caerid en el circulo vicioso que ha engendrado
los antinomios.

Seghn esto, Whitehead no ha tomado esta precaucion.

Bl razonamiento de Whitehead es, por lo tanto, vicioso;
es el mismo gue hs conducido a los antinomios; era ilegi-
timo cuando daba resultados falsos; permanece ilegitimo
cuando conduce por azar a un resultado verdadero.

Una definicién que contiene un circulo vicioso no define
nada. No sirve para decir nada, estamos segures, cualquie-
ra que sea el sentido que le demos a nuestra definicidn,
que tenga al menos cero que pertenezca a la clagse de nti-
meros inductivos; no se trata de saber si esta clase es
hueca, sino si se la puede rigurosamente delimitar. Una
«clage no predicativa» no es una clage hueca, es una clase
en la cual la frontera estid indecisa.

Inntil agregar que esta objecién particular deja subsis-
tir lag objeciones generales que se aplican a todas las de-
mostraciones.
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X

El 8r. Burali-Forti ha dado otra demostracién en su
articulo «La Clase Finitay (Atti di Torino, T XXX1I). Pe-
ro estd obligado a admitir dos postulados.

El primero eg que existe por lo menos siempre una clage
infinita.

K]l segundo se enuncia asi:

Bexg (K—c¢A).s.u<ypu

Bl primer postulado no es més evidenie que el principio
a demostrar; el segundo no solamente no eg evidente, sino
que es falso; como lo ha demostrado el Sr. Whitehead, co-
mo por otra parte el mAas ciego se hubiera dado cuenta en
seguida, si el axioma hubiera sido enunciado en un len-
cuaje inteligible, puesto gue significa: el ntimero de com-
binaciones que se pueden formar con varics objetos es mas
pequeiio gue el nlimero de estos objetos.

X
EL AXIOMA DE ZERMELO

En una demostracién célebre el Sr. Zermelo se apoyd
sobre ¢l axioma siguiente:

En un conjunio cualguiera (o incluso en salguno de los
conjunios de un conjunto de conjuntos), podemos siempre
elegir al azar un elemento (cuando este mismo conjunto de
conjuntos comprende una infinidad de conjuntos). Se ha
aplicado mil veces este axioma sin enunciarlo, pero desde
gue fué enunciado desperté dudas. Algunos mateméticos
como el Sr. Russell lo rechazaron resueliamente, otros lo
admiran., Veamos qué piensa el Sr. Russell después de su
ultimo articulo,

No se pronuncia, pero las consideracicnes a las que se
lanza son muy sugestivas.

Primero un gjemplo muy pintoresco, supongamos que te-
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nemos tantos pares de botas como nimeros enteros, de tal
manera gue podamos numerar los pares desde 1 hasta el
infinito. ;Cuéntas botas tendremos? El ndmero de botag
serd igual al ntmero de pares, Si, si en cada par la bota
derecha se distingue de la bota izquierda, bastars en efecto
dar el nfimero 2n— 1 a la bota derecha de la n par y el
nimero 2n a la bota izquierda de la n par.

No, si Ia bota derecha es parecida a la bota izquierda,
porque una operacién parecida llegard a ser imposible, A
menos que no se admita ¢l axioma de Zermelo, porgue en-
tonces se podria elegir al azar en cada par la bota que se
miraria comeo derecha.

X1
CONCLUSIONES

Una demostracién en verdad fundada sobre los princi-
pios de la Légica Analitica se compondri de una serie de
proposiciones; las unas, que serviran de premisa, serdn
las identidades o las definiciones, otras se deducirdn de
las primeras de cerca en cerca, pero por mucho que el lazo
entre la proposicidn y la sigulente se vea inmediatamente,
no se verd en seguida cémo ha podido pasar de la primera
a la Altima, que se podra estar tentado de mirar como una
verdad nueva. Pero si se reemplazan sucesivamente las di-
versas expresiones que figuran por su definicién y si se
prosigue esta operacién lo més que sea posible, no quedarén
al fin més que las identidades, de manera que todo se re-
duciri a una inmensa tautologia. La Légica permanece en-
tonces estéril a menos que sea fecundada por la intuicién.

He agqui lo que he escrito otras veces; los logisias profe-
san lo contrario y creen haherlo probado demostrando efee-
tivamente verdades nuevas.

: Mediante qué mecanismo?

Porgue al aplicar a sus razonamientos el mecanismo gue
acabo de describir, es decir, reemplazando los términos de-
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finidos por sus definiciones, ;no o vemos fundirse en iden-
tidades como los razenamientos comunes? {Es posible que
este procedimiento no le sea aplicable? jPor qué? Porgue
sus definiciones son no predicativas, y presentan esa espe-
cie de circulo vicioso oculto que he sefialado antes; las defi-
niciones no predicativas no pueden ser substituidas por el
término definido. En estas condicioneg lg Iégica no es mds
estéril, engendra el antinomio.

Es la esencia en la existencia del infinito actual lo que
ha dado nacimiento a estas definiciones no predicativas.
e explico: en estas definiciones figura la palabra todes.
asi como se la ve en los ejemplos citados antes. La palabra
todos tiene un sentido bien neto cuando se trata de un
nimero infinito de objetos; para que tenga aun uno cuando
los obijetos sean en ndmero infinito, es preciso que haya
un infinito actual. De otra manera todos estos objetos no
podran ser concebidog como planteadosg anteriormente a
su definicién, y entonces, si la definicién de una nocién N
depende de todos los objetos A, puede ser tachada de
eirculo vicioso, si entre los objetos A hay alguno que no
se puede definir sin hacer intervenir la nocién N misma.

Las reglas de la Ligica formal expresan simplemente jas
propiedades de todas lag clasificaciones posibles. Pero para
que sean aplicables, es preciso que estas clagificaciones
sean inmutables y que no se puedan modificar en el curso
del razonamients. Si no se ha clasificado mas que un na-
mero finito de objetos, es facil conservar sus clasificaciones
sin cambio. Si los objetos son en ndmero indefinide, es
decir, si se estd sin cesar expuesto a ver surgir cbjetos
nuevos e imprevistos, puede suceder que la aparicién de
un objeto obligue a modificar la clagificacién; es de esta
manera como se €std expuesto a log antinomios.

No hay infinito actual; los Cantorianos lo han olvidado
¥ han caido en la contradiccién. Es verdad que el Cantoris-
mo ha rendido servicios, pero era cuando se le aplicabs a
un verdadero problema, donde los términocs estaban neta-
mente definidos y entonces se podia marchar sin temor.

Los Logisticos lo han olvidado como los Cantoriancs, ¥
han vuelto a enconfrar las mismag dificultades. Pero se
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trata de saber si se han encarrilado en esta via por acei-
dente o si era para ellos una necesidad.

Para mi la cuestién no es dudosa, la creencia en el infi-
nito actual es esencial en la logistica Russelliana. Es estn
justamente lo que la distingue de la 16gica Hilbertiana.
Hilbert se coloca en un punto de vista de la extensién, pre-
cisamente a fin de evitar los antinomios cantorianos; Rus-
sell se coloca en el punto de vista de la comprehensién, por
consiguiente, el género es para el anterior a la especie v
el summus genus anterior a todo.

Esto no seria inconveniente si el summus genus fuera
finito; pero si es infinito, es preciso plantear el infinito
antes de lo finito, es decir, mirar al infinito como actual.

¥ no tenemes sclamente las clases infinitas; cuando pa-
samos del género a la especie, restringiendo el concepto por
condiciones nuevas, estas condiciones son atin en ntmero
infinite., Porque expresan generalmente que el cbjeto en-
carado presenta tal o cual relacidn con todos los objetos
de una clase infinita.

Pero esto ya es viejo. I81 Sr. Russell se ha dado cuenta
del peligro y va a avisar. Va a cambiar todo; y que se
entienda bien: no se apresta solamente a introducir nuevos
principios gue permitirén operaciones antes prohibidas;
se apresta a prohibir operaciones que juzgaba antes legi-
timas. No se contenta con adorar lo que ha quemado; y lo
que es mas grave adn, va a quemar lo que ha adorado. No
agrega un ala nueva al edificio, zapa las fundaciones.

La vieja Logistica ha muerto, por méis que la zigzag-
theory y la no-class theory se disputen ya su sucegién, Para
juzgar a la nueva, esperaremos que exista.
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LA NUEVA MECANICA

LA MECAMNICA Y EL RADIO

INTRODUCCION

Los principics generales de la Dindmica, que han servi-
do desde los tiempos de Newton de fundamento a la Cien-
cia Fisica y que parecerian inmdviles, jestdn a punfo de
ser abandonados o por lo menos a punto de ser profunda-
mente modificados?

¥isto es lo que muchas personas se preguntan después
de varios afics; segln la opinién de esas personas el des-
cubrimiento del radio habria derribhado los dogmas cienti-
ficos que parecian més sgélidos, por una parte, la imposi-
bilidad de la transmutacién de los metales, por otra los
postulados fundamentales de la mecénica. Puede gue sea
demasiado prematuro considerar estas novedades como de-
finitivamente establecidas y romper nuestros idolos de
ayer; puede ser que conviniera, antes de tomar partido,
esperar experiencias mis numerosas y méas definitivas. No
es menos necesario conocer lo antes posible lag doctrinas
nuevag y los argumentos, ya muy serios, sobre los cuales
se apoyan.

Recordemog primero en algunas palabras en qué con-
sisten estos principios.
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A.—FEl movimiento de un punto materia] aislado ¥
subatraido a toda fuerza exterior es rectilinec y uniforme;
es el principio de inercia; sin fuerza no hay aceleracidn.

B.— La aceleracién de un punto mdévil tiene la misma
direccién que la resultante de todas las fuerzas a lasg qune
este punto esta sometido, es igual al cociente de esta re-
sultante por un coeficiente llamado wmase de un punto
mévil.

La masa de un punto mévil, asi definida, es una cong-
tante, no depende de la velocidad adquirida por este punto;
es la misma, si la fuerza, siendo paralela a esta veloeidad,
tiende s6lc a acelerar o a retardar el movimiente del pun-
to, o si, por el contrario, siendo perpendicular a esta ve-
locidad, tiende a hacer desviar este movimiento scbre la
derecha, o la izquierda, es decir, a curvar la trayectoria.

C.— Todas las fuerzas que actian sobre un punto ma-
terial provienen de la accién de otros puntos materiales;
no dependen méas que de las posiciones y velocidades relati-
vas de estos diferentes puntos materiales.

Combinando los dos principios By C se llega al principio
del movimiento relalivo, en virtud del cual las leyes del
movimiento de un sistema son las mismag, ya sea que se
refiera este sistema a ejes fijos, o a ejes moéviles animados
de un movimiento de traslacién rectilineo y uniforme, de
tal modo que sea imposible distinguir el movimiento abso-
Tuto de un movimiento relativo por referencia a ejes mé-
viles parecidos.

D.— Si un punto material A y estas dos acciones son
dos fuerzas iguales y directamente opuestas., Es el prin-
cipio de lo igualded de lo accién y de la reaccion, o mas
brevemente el principio de recceidn.

Las observaciones astronémicas, los fenémenos fisicos
méas comunes, parecen haber proporcionado a estos prin-
cipios una confirmacién completa. Es verdad, decimos gho-
ra, pero es porque no se ha experimentado sino con velo-
cidad muy pequeila; Mercurio, por ejemplo, el planeta
mas rapido, apenas si recorre unos cien kilémetros por
segundo. ;Se comportaria de la misma manera este astro
si fuera mil veces mas veloz? Se ve que no hay un motive
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para inquietarse; cualesquiera que puedan ser los progre-
sos del automevilismo, transcurrird atn mucho tiempo
antes que se deba renunciar a aplicar a nucstra maquina
los principios clésicos de la dinamica.

;Entonces cémo se ha podido llegar a reslizar velo-
cidades mil veces mas grandes que la de Mearcurio, iguales
a un décimo y a un tercio y aun a més de la velocidad de
Ia luz? Pues es merced a la ayuda de los rayos catédicos y
los del radio.

Se sabe que el radio emite tres clases de rayos, que se
designan con las tres letras griegas ¢, B, v; a continua-
cién, y salvo mencidn expresa de ls contrario, se tratara
siempre de rayos 8, que son analoges a los rayos catddicos.

A raiz del desgcubrimiento de les rayos catddicos, dos
teorias se encontraron en litigio: Crookes atribuia los fe-
némenos a un verdadero bombardeo molecular; Hertz, a
ondulaciones particulares del éter. Kra el renacimiento
del debate que habia dividido a los fisicos hacia un siglo
con motivo de la luz; Crookes defendia la teoria de la emi-
si6n, abandonada por la de la luz; Hertz sostenia la teoria
ondulatoria. Los hechos parecen dar la razén a Crookes.

Se ha reconocido en primer lugar que los rayos catd-
dicos transportan una carga eléetrica negativa; que son
desviados por un campo €léctrico y por un campo magnéti-
co; estas desviaciones precisamente son las que producirian
estos mismos campos, scbre proyectiles dotados de gran
velocidad v con fuertes cargas de electricidad. Estas dos
desviaciones dependen de dos cauntidadeg; la velocidad por
una parte y la relacién de la carga eléctrica del proyectil
con su masa por la otra parte, no se puede conocer el valor
abscluto de esta masa ni el de su carga, sino s6lo su rela-
¢idn; es claro, en efecto, si se duplica a la vez la carga y
la masa sin cambiar la velocidad, se duplicari la fuerza
que tiende a desviar el proyectil; pero como su masa ha
sido igualmente duplicada, la aceleracién y la desviacién
que se pueden observar no seran cambiadas. La observa-
cién de estas dos desviaciones nos dara dos ecuaciones para
determinar estas dos incégnitas. Se encuentra una velo-
cidad de 10.000 a 80.000 kilémetros por segundo; en cuante
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a la relacién de la carga con la masa es muy grande. Se
la puede comparar con la relacién correspondiente en lo
que concierne al ién hidrégeno en la electrélisis; ve enton-
ces que un proyectil catoédico transporta aprozximadamente
mil veces mas electricidad que la que transportari una
mass igual de hidrégeno en un electrdlito.

Para confirmar estos puntos de vista es necesario una
medida directa de esta velocidad que se compararia con la
velocidad asi calculada. Lasg viejas experiencias de J. J.
Thompson habian dado resultados méas de cien veces de-
masiado débiles, pero estaban ligadas a ciertas causas de
error. El problema fué resuelto por Wiechert con un dis-
positivo en el que se utilizaban las ossilaciones hertzianas;
se ha legado s resultados concordantes con la teoria; ai
menos como orden de grandeza, seria de gran interés vol-
ver a estas experiencias. Sea lo que sea, la tcoria de las
ondulaciones parece impotente para explicar este conjun-
to de hechos,

Los mismos célcules hechos sobre los rayos del radio
han dado velocidades aun mayores: 100.000, 200.000 kils-
metros y més atn. Estas velocidades sobrepasan mucho
a todas las que conocemos. La luz, es verdad, se sabe desde
hace mucho tiempo, recorre 300.000 kilémetros por se-
gundo; pero no transporta materia, mientras que si se
adopta la teoria de la emisidn por los rayos catédicos, ha-
bré moléculas materiales realmente animadas de esas ve-
locidades. Conviene tratar de buscar si las leyes comunes
de la mecanica les son ailin aplicables.

II

MASA LONGITUDINAL Y MASA TRANSVERSAL

Se sabe que las corrientes eléctricas dan lugar a fené-
menos de induvccién, especialmente de induccién propia.
Cuando una corriente crece, se desarrolla una fuerza elec-
tromotriz de autoinduccién que tiende a oponerse a la co-
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rriente; por el contrario, cuando la corriente disminuye, la
fuerza electromotriz de autcinduccién tiende a mantener
la corriente. La autoinduccién se opone entonces a toda
variaciéu de la intensidad de corriente, lo mismo que
en mecénica, la inercia de un cuerpo se opone a toda
variacién de su velocidad. La autoinduccion es ung verda-
dera inercia.

Todo sucede como si la corriente no pudiera establecer-
so sin poner en movimiento el éter cercano y como si la
inercia de este éter tendiese a mantener constante la in-
tensidad de esta corriente, seréd precigso vencerla atin para
hacerla cesar.

Un rayo catddico, que es una lluvia de proyectiles car-
gados de electricidad negativa, puede ser asimilada a ura
eorriente; sin duda esta corriente difiere primero de las
corrientes de conduccién comin, en que la materia esta
inmévil y la electricidad circula a través de la materia. Es
una corriente de conwveccién en que la electricidad aplicada
a un vehiculo material es transportada por el movimiento
de este vehiculo. Pero Rowland ha demostrado que las
corrientes de conveceidén producen los mismos efectos que
las corrientes de conduccién; deben producir también los
mismos efectos de induecién. Primero, si no es asi, el prin-
cipio de la conservacién de la energia serd violado; por
otra parte, Cremiecu y Penderhan han empleado un métedo
en el que se ponia en evidencia directamente estos efectos
de induccién,

Si la velocidad de un corpisculo catédico Hlega a variar,
la intensidad de la corriente correspondiente variara igual-
mente, y se desarrollaran los efectos de induccién propia
que tenderan a oponerse a esta variaciém.

Estos corpisculos deben tener, por lo tanto, una doble
inercia: primero su inercia propia y segundo la inercia
aparente debida a la autoinduccién que produce los mismos
efectos. Tendran entonces una masa total aparente, com-
puesta de su masa real y de una maga ficticia de origen
electromagnético. El calculo muestra que esta masa ficticia
varia con la velocidad y que la fuerza de inercia de auto-
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induceién no es la misma cuando la velocidad del proyectil
se acelera o se frena, o cuando es desviada; lo mismo su-
cede con la fuerza de inercia aparente total.

La masa total aparente no es por lo tanto la misma,
cuando la fuerza veal aplicada al corpisculo es paralela
a su velocidad, pues tiende a acelerar el movimiento, o
cuando es perpendicular a esta velocidad y tiende a hacer
variar la direccion. Es preciso entonces distinguir la masa
total longitudinal v lo mase tolal transversal.

Estas dos masgas fotales dependen, por otra parte, de la
velocidad. He aqui lo que resulta de los trabajos tedricos
de Abraham,

En las medidas de que hablamos en el capitulo prece-
dente, ;qué es o que se determina midiendo las dos des-
viaciones? Es la velocidad por una parte v por otra la
relacién de la carga con la masa transversal total.

;. Coémo en estas condiciones hacer en esta masa total la
parte de la masa real y la de la magsa ficticia electromagné-
tica? Si no hubiese méas que los rayos catédices, propia-
mente dichos, no habria en qué sofiarlo, pero felizmente
tenemos los rayos del radio que hemos visto que son nota-
blemente mas rapidos. Estos rayos ne todes son idénticos
¥ no se comportan de la misma manera bajo la accién de
un campo eléctrico y magnético. Sucede que la desviacién
eléctrica es funcién de la desviacién magnética y se puede,
recibiendo sobre una placa sensible a los rayos del radio
que han sufrido la accién de dos campos, fotografiar la
curva que representa la relacién entre estas dos desviacio-
nes. Esto es lo que ha hecho Kaufman, quien ha deducido
la relacidn entre la velocidad y la relacién de la carga con
la masa aparente total, relacién que llamaremos ¢.

2 podria suponer que existen varias especies de rayos,
caracterizados cada uno por una velocidad determinads,
ror una varga determinada y por una determinada rela-
cién. Pero esta hipdtesis es poco verosimil, ;Por qué todos
los corpusculos de la misma masa toman siempre la misma
velocidad? Eg muy natural suponer que la carga lo mismo
que la masa real sean iguales para todos los proyectiles y
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que éstos no difieren més que por su velocidad. Si la rela-
cidn ¢ es funcién de la velocidad, no es porque la masa real
varie eon esta velocidad la masa total aparente, vinica que
se puede, debe depender, aungue la masa real no depende
y sea constante,.

Los calculos de Abraham nos ensefian la ley de acuerdn
a la cual la masa ficticia varia en funcién de la velocidad;
la experiencia de Kaufman nos hace conocer la ley de va-
riacién de la masa fotal. La comparacion de estas dos leyes
nos permitira, por lo tanto, determinar la relacidon de la
masa real con la masa total.

Tal es el método del que se ha servido Kaufman para
determinar esta relacién. El resultado es sorprendente, la
mase real es nula.

Se encuentra uno de esta manera conducido a concep-
ciones totalmente inesperadas. Se ha extendido a todos los
cuerpos lo que gdlo se habia demostrado para los corpuscu-
los catédicos. Lo que llamamos masa no es mis que una
apariencia; toda inercia seria de origen electromagnético.
Pero entonces la masa no seria més constante, aumentaria
con la velocidad; sensiblemente constante para las veloci-
dades, pudiendo llegar hasta mil kilémetros por segundo,
creceria a continuacion y llegaria a ser infinita para la
velocidad de la luz. La masa transversal no serd ya igual
a la masa longitudinal; serdn aproximadamente iguales si
la velocidad no es muy grande, El principio B de la meca-
nica habria cesado de ser verdadero.

111
LOS RAYOS CANALES

En el lugar en que estamos esta conclusién puede pare-
cer prematura. {Puede aplicarse a toda la materia lo que
no ha sido establecido méas que para los corpisculos, tan
livianos que no son més que una emanacién de la materia
y puede ser que no de la verdadera materia? Pero anfes
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de abordar este problema, es necesario decir una palabra
de otra clase de rayos. Me refiero a log rayos canales, log
Kanalstrahlen de Golsteind. El catodo, lo mismo que los
rayos catbédicos cargados de electricidad negativa, emiten
Ios rayos canales cargados de electricidad positiva. En ge-
neral, estos rayos canales, no siendo rechazados por el
catodo, permanecen en lag cercanias de este céitodo en la
que constituyen lo capa de gamuza, que no es facil de ver;
pero si el catodo estd taladrado v si obstruye casi comple-
tamente el tubo, los rayos canales se propagaran detras del
catodo, en direccién contraria 2 la de los rayos catédicos v
se tornarad posible su estudio. Is asi cémo se ha lograds
poner en evidencia su carga positiva v demostrar que las
desviaciones magnéticas y eléctricas existen aan como
para los rayos catddicos, aungue mucho mas débiles.

El radio emite también rayos analogos a los rayos ‘cana-
les, relativamente muy absorbibles, que se Ilaman rayos g.

Se puede, como para log rayos catédicos, medir Ias dos
desviaciones y deducir la velocidad y la referencia . Los
resultados son menos constantes que para los rayos caté-
dicos, pero la velocidad es més débil lo mismo que la re-
lacién ¢ ; los corpliscules positivos estdn menos cargados
gue los corpiisculos negativos, o, lo que es mas natural,
se supone que las cargas son iguales y de signo contrario,
los corpusculos positives son mucho més gruesos. Estog
corplisculos, cargades unos positivamente y otros negati-
vamente, reciben el nombre de e¢lectrones.

v
LA TECRfA DE LORENTZ

Pero los electrones no ranifiestan solamente su exis-
tencia en estos rayes en los que se nos aparecen animados
de enormes velocidades. Los vamos a ver en papeles bas-
tante diferentes, v son elios los que nos indicaran log prin-
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cipales fenémenos de la 6ptica y de la electricidad. La bri-
llante sintesis de la cual vamos a decir una palabra es
debida a Lorentz.

La materia estd formada por electrones portadores de
cargas enormes y, si nes parece neutra, es porque las
cargas de es¢os electrones se compensan. Se puede repre-
sentar, por ejeraplo, una esgpecie de sistema solar formado
por un grueso electrén positivo, alrededor del cual gravi-
tarin numerosos planetas pequefios que serian log electro-
nes negativos, atraidos por la electricidad de signo contra-
rio con que estd cargado el electrdén centrel. Las cargas
negativas de estos planetas compensarian la carga positi-
va de este Sol, de tal manera que la suma algebraica de
todas estas sumas seria nula.

Todos estos electrones flotarian en e] éter. Bl éter seria
en todas partes idéntico a si mismo, y las perturbaciones
se propagarian en él de acuerdo a las leyes de luz o de las
oscilaciones hertzianas en el vacio. Fuera de los elsctrones
v del éfer no habria nada. Cuando una onda luminosa
peretrase en una parte del éter en que los electrones fue-
ran numerosos, estos electrones se pondrian en movimien-
to bajo la influencia de la perturbacién del éter, e inme-
diatamente reaccionarian sobre el éter. Es de esta manera
que se explicaria la refraccién, la dispersién, la dobie re-
fraceién y la absorcién. Lo mismo si un electrén se pone
en movimiento por una causa cualquiera, enturbiard el
éter alrededor de él, y daria origen a las ondas luminosas,
lo que explicaria la emisién de luz por los cuerpos incan-
descentes. En ciertos cuerpos, los metales, por ejemplo,
tendriamos electrones inmdviles, entre los cuales circula-
rian los electrones méviles gozando de una completa liber-
tad, salvo la de salir del cuerpo metédlico y franquear la
superficie que los separa de la vida exterior o del aire, o
de todo otro cuerpo no metélico. Estos electrones mévilss
se comportan entonces en el interior del cuerpo metilico
como lo hacen, de acuerdo a la teoria cinética de los gases,
las moléculas de un gas en el interior del bocal en que este
gas estd encerrado. Pero, bajo la influencia de una dife-
rencia de potencial, los electrones méviles negativos ten-
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derian a ir todos de un lado y los electrones méviles posi-
tivos de c¢tro. Esto es lo que produciria las corrientes elée-
tricas y es por eso que estos cuerpos seriom conductores.
Por otra parte las velocidades de nuestros electrones se-
rian tanio mas grandes cuanto méis elevada fuera la tem-
perstura, si aceptamos la asimilizacién con la teoria ciné-
tica de los gases. Cuando uno de esos electrones méviles
vuelve a encontrar la superficie del cuerpo metalico, super-
ficie que no puede franguear, se reflejard como una bola
de billar que ha tocado la banda y su velocidad sufriria
un brusco cambio de direccién. Pero cuando un electrdn
cambia de direccién, tal como lo veriamos mas adelante, se
convierte en fuente de una onda lumincsa y es por esto que
logs metales son incandescentes.

En otros cuerpos, los dieléetricos y los cuerpos trans-
parentes, los electrones moéviles gozan de una libertad mu-
cho mas grande, Permanecen ligados a los electrones fijos
que los atraen. Cuanto méas se alejan, mis grande se tov-
na esta atraccién y tiende a hacerlos volver. No pueden
sufrir, por lo tanto, mis que pequefios alejamientos; no
pueden circular méis, sino s6lo oscilar alrededor de su
posicién media. Es por esta razén que estos cuerpos no
son conductores, y son por otra parte frecuentemente
trensparentes y son refringentes, porque las vibraciones
luminosas se comunican a los electrones moéviles subscepti-
bles de oscilacién, de Io que resultaria una perturbacién.

No puedo dar aqui el detalle de los célculos, me limitaré
a deeir que esta teoria da cuenta de todos los hechos cono-
cidos ¥ que ha hecho prever los nuevos, tales como el fe-
némenge de Zeeman,
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CONSECUENCIAS MECANICAS

Ahora estamos en condiciones de encarar dos hipétesis:

19 Loz electrones positivos poseen una masa real, mucho
més grande que su masa ficticia electromagnética; los elec-
trones negativos solamente estin desprovistos de masa
real. Se podria suponer que ademis de los electroneg de
dos signos, hay atomos neutros gue no tienen otra masa
que Ia real. En este cago la mecanica no tiene nada que
ver, no tenemos necesidad de tocar sus leyes; la masa real
es constante, sélo los movimientos son trastornados por los
efectos de autoinduccién, lo que siempre hemos sabido;
estas perturbaciones son por otra parte casi desprecia-
bles, salvo para los electrones negativos que no tienen
masa real y que no son verdadera materia.

29 Pero hay otro punto de vista; se puede suponer quc
1o hay atomos neutros y que los electrones positivos estan
desprovistos de masa real de la misma manera que los
electrones negativos. Pero entonces la masa real se desva-
nece y la palabra masa carece de sentido, o serd preciso
que designe la masa ficticia electromagnética; en este
caso la masa no serd ya més constante, la masa transver-
sal no serd ya mas igual a la masa longitudinal, los prin-
cipios de la mecénica se habran derribado.

Antes que nada una palabra de explicacién. Hemos dicho
que pars una misma carga, la masa total de un electrén
positivo es mucho méas grande que la de un electrén nega-
tivo. Entonces es natural pensar que esta diferencia se
explica, puesto que el electyrén positivo, ademés de su masa
ficticia, tiene una masa real considerable, lo que nos lle-
vard a la primera hipétesis. Pero se puede admitir igual-
mente que la masa real es igualmente nula tanto para los
unes como para los otros, pero que la masa ficticia del
electrén pesitive es mucho mas grande, puesto que este
electrén es mucho més pequeiio, he dicho bhien: mucho



HENRY POINCARIL

més pequeitc. Y, en efecto, en esta hipdtesis la inercia de
origen exclugivamente electromagnético se reduce a la
inercia del éter, los electrones no son nada por ellos mis-
mos; son solamente agujercs en ei éter, alrededor de los
cuales ge agita el éter, mas grande serd, por congecuencia,
la inercia del éter.

{ Coémo decidir entire estas dos hipétesis? Experimentan-
do sobre los rayos canales, como ha hecho Kaufman sobre
los rayos B. Es imposible la velocidad de estos rayos, es
demasiado débil. ;Deberad cada uno decidirse de acuerdo
a su temperamento, log conservadores yendo de un lado ¥
los amigos de lo nuevo del otro? Puede ser, pero para
hacer comprender bien log argumentos de log innovadores
es preciso hacer intervenir otras congideraciones,



CAPITULO II
LA MECANICA Y LA GPTICA
i
LA ABERRACION

Sabemos en qué consiste el fenémeno de la aberracién
descubierto por Bradley. La luz emanada de una estrella
tarda cierto ticmpo en recorrer un lente; durante este
tiempo, el lente llevado por el movimiento de la Tierra se
ha desplazado. 3i entonces se dirige €l lente en la direc-
cién verdadera de la estrella, la imagen se formard en el
punto que ocupa la cruz de los hilog del reticulo cuando
la luz haya zlcanzado el objetivo; esta cruz no estard en
el mismo punto cuando la iuz alecance el plano del reticulo.
Tendremos entonces que centrar el lente para volver a
traer la imagen sobre ¢l cruce de los hilos. Resulta que el
astrénomo no centrari el lente en la direccién de la velo-
cidad absoluta de la luz, es decir, sobre la verdadera
posicién de la estrella, sino en la direccion de la velocidad
relativa de la luz con relacidén a la Tierra, es decir, sobre
lo que se ilama la posicién aparente de la estrella.

La velocidad de la luz es conocida; podriamos creer en-
tonces que tenemos el medio de calcular la velocidad abso-
luta de la Tierra. (Me explicaré a continuacién sobre esta
palabra absoluta). No es nada, conocemos bien la posicién
aparente de la estrella que observamos; pero no conocemos
su pesicién verdadera, no conocemos la velocidad de la luz
mis que en su medida y no en su direccibn,
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Si entonces la velocidad absoluta de }a Tierra fuera
rectilinea y uniforme, no habriamos nunca sospechado el
fendémeno de la aberracién; pero es invariable, se compone
de dos partes: la velocidad del sistera solar, que es recti-
linea y uniforme, y la velocidad de la Tierra con relacign
al 8ol, que es variable. Si la velocidad del sistema solar,
es decir, si la parte constante existiera sola, la direccién
observada seria invariable. Esta posicién se denomina
posicién aparente media de la estrella.

B1 tomamos en cuenta a la vez las dog partes que for-
man la velocidad de la Tierra, tendremes la posicién aps-
rente actual, que describe una pequefia elipse alrededor
de la posicién aparente media, y es esta elipse lo que se
observa.

Despreciando cantidades muy pequefias, veremos que
las dimensiones de esta elipse dependen de la relacién de
la velocidad de la Tierra con relacién al Sol, de la velo-
cidad de la luz, de manera que la velocidad relative de la
Tierra con relacién al Sol solamente ha intervenido.

Alto ahi. Este resultado no es riguroso, no es méis gue
aproximade, cologuemos la aproximacién un poco més
lejos. Las dimensiones de la elipse dependerén entonces de
Ia velocidad absoluta de la Tierra. Comparemos los gran-
des ejes de la elipse para lag diferentes estrellas: tendre-
mos, por lo menos, tebricamente el medio de determinar
esta velocidad absoluta.

Puede ser que esto sea menos chocante que lo que pa-
rece a primera vista, no se trata, en efecto, de la velocidad
con relacién a un vacio absoluto, sino de la velocidad con
relacién al éter, que lo miramos por definicién como si
estuviera en reposo absoluto.

Por otra parte este medio es totalmente teérico. En
efecto, la aberracién es muy pequefia; las posibles varia-
ciores de la elipse de aberracién son mucho més peguefias
aun, y si miramos la aberracién como de primer orden,
ellas deben ser miradas entonces como de segundo orden,
cerca de un milésimo de segundo; son absolutamente in-
apreciables para nuestros instrumentos. En fin, veremos
més lejos, por qué la teoria precedente debe ser rechazada
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v por qué no podriamos determinar esta velocidad aunque
nuestros instrumentos fueran diez mil veces més precisocs.

Se puede imaginar otro medio, ya se ha pensado, en efet-
to. ¢ La velocidad de la luz no es la misma en el agua que
en el aire?; ino se podria comparar lag dos posicicnes apa-
rentes de una estrella vista a travég de un lente algunas
veces lleno de aire, otras Illeno de agua? Los resultados
han sido negativos; las leyes aparentes de la reflexion y
de la refraccién no han sido alteradas por el movimiento
de la Tierra. Este fendmeno comporta dos explicaciones:

10 Se puede suponer que el éter no estd en reposo, pero
que es llevado por los cuerpos en movimiento, Ne geria sor-
prendente entonces que los fendémenos de refraccién fueran
alterades por el movimiento de la Tierra, puesto que todo,
prismas, lentes y éter, es llevado a la vez en una misma
traslacion. En cuanto a la aberracidn, se explicaria por una
especie de refraccién producida en la superficie de sepa-
racién del éter en reposo en los espacios interestelares y
del éter llevado por el movimiento de la Tierra. Is sobre
esta hipétesis (acarreo total del éter) que se ha fundado
la teoria de Hertz sobre la electrodindmica de log cuerpos
en movimiento.

20 Fresnel, por el contrario, supone que el éter ests en
reposo absoluto en el vacie, en reposo casi absoluto en el
aire, cualquiera que sea la velocidad de este aire, y que es
parcialmente arrastrado por log centros refringentes.

Lorentz ha dado a esta teoria una forma mas satisfac-
toria. Para é! el éter estd en reposo, sélo los electrones
estan en movimiento; en el vacio, donde solamente el éter
entra en juego, en el aire, donde entra cagsi solo en juego,
el acarreo es casi nulo, o nulo, en los centros refringentes
donde la perturbacién es producida a la vez por las vibra-
ciones del éter y por las de los electrones puestos en
movimiento, por la agitacion del éter las ondulaciones se
encuentran parcialmente . acarreadas.

Para decidir entre las dos hipdtesis, tenemos ia expe-
riencia de Fizeau, que ha comparado, midiendo las fran-
jas de interferencia, la velocidad de la luz en el aire, en
reposo o 2n movimiento, le mismo que en el agua, en repo-
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30 ¢ en movimiento. Estas experiencias han confirmado la
hipétesis del acarreo parcial de Fresnel, Han sido estria-
das con el mismo resultado por Michelson. La teoria de
Hertz debe ser por lo tanto rechezada.

II
EL PRINCIPIO DE RELATIVIDAD

Pero si el éter no es acarreado por el movimiento de la
Tierra, {es posible saber, por medio de fenémeno éptico,
1a velocidad absoluta de la Tierra, o, mejor dicho, su velo-
cidad con relacién a} éter inmoévil?

La experiencia ha respondido negativamente y no obs-
tante se han variado los procedimientos experimentales de
todas las maneras posibles. Cualquiera que sea el medio
que se emplea, no se podrd nunca descubrir sino velocida-
des relativas, me refiero a lag velocidades de ciertos cuer-
pos materiales con relacién a olros cuerpos materiales.
En efecto, si la fuente de la Juz y los aparatos de obser-
vacion estidn sobre la Tierra y participan de su movimien-
to, los resultados experimentales serdn siempre los mismos,
cualguiera que sea la orientacién del aparato cen relacién
a 1a direcicon del movimiento orbital de la Tierra. 8i
aberracién astrondémica se produce, es porgue la fuente
que es una estrella est4 en movimiento con relacién al ob-
servador.

Y.as hipétesis hechas hasta aqui demuestran perfecta-
mente este resultado general, si se desprecian los cantida-
des muy pequefios del vrden del cuadrado de lo aberracién.
La explicacién se apoya sobre la nocién del tiempo local,
que voy a tratar de hacer comprender y que ha sido intro-
ducida por Lorentz. Supongamos dos observadores, colo-
cado el uno en A, el otro en B, que quieren sincronizar sus
relojes por medio de sefiales épticas. Se ponen de acuerdo
en que B enviard una sefial a A, cuando su reloj marque
uns determinada hora, A pone su reloj en hora cuando
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vea la sefial. Si operasen de esta manera, habria un error
sistematico, porque como la luz tarda cierto tiempo para
ir de B a A, el reloj de A va a retrasar un tiempo sobre
el de B,

Este error es ficil de corregir. Basta cruzar las sefiales.
Es preciso que A envie a su vez las sefiales a B, después
de este nuevo reglaje, seri el reloj de B quien retrasaré
un tiempo sobre ¢l de A. Bastari entonces con obtener la
media aritmética entre log dos relojes.

Pero esta manera de obrar supone que la luz tardara lo
mismo para ir de A a B vy para volver de B a A, Esto es
verdad si los observadores estdn inméviles, no lo sera si
son acarreados en una translacién comin, puesto que
entonces A, por ejemplo, ird delante de la luz que viene
de B, mientras que éste huird delante de la luz que viene
de A. Si entonces los cbservaderes son llevados en una
translacién comin y si no lo sospechan, su reglaje serd
defectuoso. Sus relojes no indicarén la misma hora, algu-
no de ellos indicara el liempo local conveniente al punto
donde se encuentra.

Los dos observadoeres no tendran ningun medic de darse
cuenta si el éter inmdvil no puede transmitirles mas que
sefiales luminosas, marchando todas con la misma veloci-
dad y si las otras sefales que podrian enviarse les son
transmitidas por medios acarreados con ellos en su trans-
lacidén. El fenémeno que cada unc observari estari ya sea
adelantado o retrasade; no se producirid en el mismo mo-
mento a menos que la translacién no existiera; pero co-
mo se observara con un reloj mal reglado, no se verd y las
apariencias no seran alteradas.

Resulta de ahi que 12 compensacién es facil de explicar
mientras se desprecie el cuadrado de la aberracién, duran-
te mucho tiempo las experiencias han sido demasiado im-
precisas para que se tomara esto en cuenta. Pero un dia
Michelson imaginé un procedimiento mucho més delicado;
hizo interferir rayos que habian recorrido trayectos dife-
rentes después de haber side reflejados sobre espejo, todos
los trayectos tenian aproximadamente un metro y las fran-
jas de interferencia permitian apreciar diferencias de una
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fracecidn de milésimo de milimetro, no se podia seguir des-
preciando el cuadrado de la aberracién y no obstante los
resultados fueron adn negativos. La teoria pedia entonces
ser completada y lo ha sido por la hipdlesis de Loreniz y
de Fizgerald.

Estos dos fisicos suponen que todos los cuerpos acarrea-
dos en una translacién sufren una contraccién en el sen-
tido de esta translacién, mientras que sus dimensiones
perpendiculares a esta translacién permanecen invariables.
FEsta contraccion es la misma pare todos los cuerpos; €s
por otra parte muy débil, cerca de dogcientas millonésimas
para una velocidad como la de la Tierra. Nuestros instru-
mentos de medida no podrian por otra parte descubrirlas
aunque fueran mucho més precisos; los metros con los
cuales medimos sufririan, en efecto, Ia misma contraccion
que los objetos a medir. Si un cuerpo se aplica exactamen-
te sobre el metro, cuando se oriente el cuerpo, y por con-
siguiente el metro en el sentido del movimiento de la
Tierra, no cesari de aplicarse exactamente sobre el metro
en otra orientacién, y esto a pesar que el cuerpo y el
metro hayan cambiado de longitud al mismo tiempo que
de orientaecién, precisamente porque el cambio es exacta-
mente el mismo para el uno como para el otro. Pero no
es lo mismo si medimos una longitud, no con un metro,
sino con el tiempo que la luz tarda en recorrerla, esto es
precisamente lo que ha hecho Michelson.

Dije antes que de acuerdo a las teorias comunes las ob-
servaciones de la aberracién astrondémica podrian hacer
conocer 1a velocidad absoluta de la Tierra si nuestrog ins-
trumentos fuesen mil veces mas precisos. Me es preciso
modificar esta conclusién. Si, los angulos observados se-
rian modificados por esta velocidad absoluta, pero los di-
versos circulos de los cuales nos serviriamos para medir
los 4ngulog serian modificados por la translacién, se vol-
verian elipses, resultaria un error sobre el dngulo medido.
Y este segundo error compensaria exactamente €l primeroc.

Esta hipétesis de Lorentz y Fizgerald parecera al prin-
cipio increible; todo podemos decir por el momento en su
favor, es que no es més que la traduccién inmediata del
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resultado experimental de Michelson si se definen las lon-
gitudes por log tiempos que la luz tarda en recorrerlas.

Sea lo que fuere, es imposible escapar a esta impresion
que el Principio de Relatividad es una ley general de la
Naturaleza, que no se podri jamés por ningitn medio ima-
ginable poner en evidencia, que las velocidades relativas,
y entiendo por ello no solamente las velocidades de los
cuerpos con relacién al éter, sino también las velocidades
de los cuerpos los unos con relacién a log otros. Demasiadas
y diversas experiencias han dado resultados concordantes
para que no estemos tentados de atribuir a este principin
de relatividad un valor comparable al del principio de
equivalencia, por ejemplo. Conviene en todo caso ver a qué
consecuencias nos conduciria esta manera de ver y de so-
meter en seguida las consecuencias al control de la expe-
riencia. :

111
EL PRINCIPIO DE REACCION

Veamos en qué se convierte, en la teoria de Lorentz, el
principio de la igualdad de accién y de la reaccién. He aqui
un electrén A, que se pone en movimiento por una causa
cualquiera; produce una perturbacién en el éter; al cabo
de cierto tiempo, esta perturbacién alcanza otro elec-
trén B, que serd molestado en su posicién de equilibrio.
En estas condiciones no puede haber igualdad entre la
accién y la reaccidn, al menos si no se considera el éter,
sino solamente los electrones que se pueden observar, pues-
to que nnuestra materia estd formada de electrones.

En efecto, es el electrén A el que ha desequilibrado al
electrén B; entonces aunque el electrén B reaccionara so-
bre A, esta reaceién podria ser igual a la accién, pero no
podria en ningin caso ser simultinea, puesto que el elec-
trén B no podra entrar en movimiento sino después de
cierto tiempo, necesario para la propagacién. Si se somete
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el problema a un célculo mag preciso se llega al resultadc
siguiente: supongamos un excitador de Hertz colocado en
el centro de un espejo parabdlico al que esta ligado mecé-
nicamente; este excitador emite ondas electromagnéticas
v el espejo refleja todas estas ondas en la misma direc-
cién; el excitador va entonces a irradiar la energia en
determinada direccién. Pues el céleculo muestra que el exci-
tador va a retroceder como un cafién que ha enviado un
proyectil. En el caso del cafién el retroceso es el resultado
natura] de la igualdad de la accién y de la reaccitn. El
cafién retrocede porque el proyectil sobre el cual ha obrado
retrocede sobre él

Pero aqui no es lo mismo. Lo que hemos enviado no es
un proycctil material, es energia, y la energia mno tiene
masa; no hay contrapartida y en lugar de un excitador
podemos considerar una lampara con reflector eoncentran-
do sus rayos en una direccién.

Es verdad que si la energia emanada del excitador o de
la l&mpara llega a alcanzar un objeto material, este objseto
va g sufrir un empuje mecanico como si fuera alecanzado
por un proyeetil verdadero y esie empuje serd igual al
retroceso del excitador y la lampara, si no ha perdido ener-
gia en el camino y si el objeto absorbe esta energia en su
totalidad. Kstaremos tentados de decir que hay compen-
sacion entre la accién y la reaccién. Pero esta compensa-
¢ién, aungue sea completa, es siempre retardada. No se
produce jamas si la luz, después de haber abandonado la
fuente, vaga por los espacies interestelares sin encontrar
un cuerpo material, es incompleta gi el cuerpo en que choca
no es muy absorbente.

Estas acciones mecénicas, ;son demasiado pequefag
para ser medidas, o son accegibles a la experiencia? Estas
acciones no son otra cosa que lag que son debidas a las pre-
siones Maxwell-Bartholi; Maxwell habia previste estag
presiones por calculos relativog a la electroestatica y al
magnetismo; Bartholi habia llegado al mismo resultado
por consideraciones de electrodindmica.

Asi es como se explican las colas de los cometas. Peque-
fiag particulas se desprenden del nicleo del cometa, son
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golpeadas por la luz del Sol que las rechaza como pasaria
con una lluvia de proyectiles procedentes del Sol. La masa
de estas particulas es tan pequefia que esta repulsion se
sobrepone a la atraccién newtoniana; van entonces a for-
mayr las colas alejandose del Sol.

La verificacién experimental directa no es facil de
obtener. La primera tentativa ha conducido a la construc-
cién del radiémetro. Pero este aparato da vueltas al revés,
en el sentido vpuesto al sentido teérico, y la explicacién
de su rotacién descubierta después es totalmente diferen-
te. Se ha obtenido, en fin, llevando mas lejos el vacio por
una parte y por otra no ennegreciende una de las caras
de las paletas y dirigiendo un haz luminoso sobre una da
sus caras. Los efectos radiométricos y las otras causas pex-
turbadoras son eliminadas mediante una serie de precau-
ciones minuciosas y se obtiene una desviacién que es muy
pequefia, pero que parece gue estd conforme a la teoria.
Los mismos efectos de la presién Maxwell-Bartheli estan
previstos igualmente por la teoria de Hertz de la cual he-
mos hablado antes y por la de Lorentz. Pero hay una dife-
rencia. Supongamos que la energia bajo la forma de luz,
por ejemnplo, vaya de una fuente luminosa a un cuerpo
cualquiera a través de un medio transparente. La presion
Maxwell-Bartholi no solamente scbre la fuente de partida
v scbre e] cuerpo alumbrado, sino sobre la materia del
medio transparente que atraviesa. En el momento que la
onda luminosa alcance una regién nueva de este medio, esta
presién empujard haciz adelante la materia gue se en-
cuentra desparramada y la atraerdi hacia atris cuando
la cnda se retire de esta regién. De tal manera que el
retroceso de la fuente tiene por contrapartida la marcha
hacia adelante de la materia transparente que se encuen-
tra en contacto con esa fuente; un poco mas tarde el
retroceso de esa misma materia tiene por confrapartida
ia marcha hacia adelante de la materia transparente que
se encuentra un poco méas lejos y asi seguidamente,

.Sélo la compensacién es perfecta? ;La accién de la
presién Maxwell-Bartholi sobre Ia materia del medio trans-
parente es igual a su reaccién sobre la fuente, y esto cual-
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quiera que sea esta materia? ;O esta accién en tanto mas
pequefia cuanto el medio es menos refringente y méas rari-
ficado para tornarse nula en el vacio? Si se admitiera la
teoria de Hertz, que considera la materia mecénicamente
ligada al éter, de manera que e] éter es acarreado entera-
mente por la materia, serd preciso responder que si a la
primera pregunta y no a la segunda.

Habria entonces compensacién perfecta, como lo exige
el principio de la igualdad de la accién y de la reaccién,
lo mismo en los medios menos refringentes, en el aire,
o en la vida interplanetaria, donde bastari suponer un
resto de materia por sutil que ésta sea. Si se admite por
el contrario 1a teoria de Lorentz, la compensacién siempre
imperfecta es siempre insensible en el aire y se torna
nula en el vacio.

Pero hemos visto antes que la experiencia de Fizeau nos
permite conservar la teoria de Hertz, es preciso entonces
adoptar la teoria de Lorentz, y por consiguiente renunciar
al principio de reaccion.

v
CONSECUENCIAS DEL PRINCIPIO DE RELATIVIDAD

Hemos visto, anies, las razones que conducen a conside-
rar el Principio de la Relatividad como una ley general
de la Naturaleza. Veamos a qué consecuencia nos condu-
ciria este principio, si lo mirdsemos como definitivamente
demostrado. Primero, nos obligaria a generalizar la hip6-
tesis de Lorentz y Fizgerald sobre la contraccién de todos
los cuerpos en el sentido de la translaciénm.

En particular debemos hacer extensible esta hipétesis
a los electrones mismos. Abraham consideraba estos eleé-
trones como esféricos e indeformables; no seri necesario
admitir que estos electrones, esféricos cuando estin en
reposo, sufren la contraccién de Lorentz cuando estin en
movimiento, y toman entonces la forma de-elipsoides aplas-
tados.
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Esta deformacién de los electrones va a influir sobre
sus propiedades mecénicas. En efecto, he dicho que el des-
plazamiento de estos electrones cargados es una verdade-
ra corriente de convencién, y que su inercia aparente es
debida a la autoinduccidén de su corriente: exclusivamente
en lo que concierne a los electrones negativos; exclusiva-
mente o no, no sabemos nada aifin para los electrones
positivos.

Y la deformacién de los electrones, deformacién que
depende de su velocidad, va a modificar la distribucién
de la electricidad en su superficie, por consiguiente la
intensidad de corriente de convencién que produce y de
las leyes de acuerdo a las cuales la autoinduccién de esta
corriente variard en funcion de la velocidad.

A este precio la compensaciéon serd perfecta y confor-
me a las exigencias del Principio de Relatividad, pero
esto con dos condiciones:

19 Que los electrones positivos no tengan masa. real,
sino s6lo una masa ficticia electromagnética, o al menos
que su masa real, si existe, no sea constante y varie con
la velocidad, siguiendo las mismas leyes que su masa fic-
ticia.

29 Que todas las fuerzas sean de origen electromagné-
tico, o al menos que varien con la velocidad siguiendo las
mismas leyes que las fuerzas de origen electromagnético.

Es atn Lorentz quien ha hecho esta notable sintesis;
detengamonos un instante y veamos lo que se desprende.
Primero, no hay méas materia, puesto que los electrones
positivos no tienen més masa real, o al menos mas masa
real constante. Los principios actuales de nuestra Meca-
nica fundados sobre la constancia de la masa deben ser
por lo tanto modificados.

A continuacién es necesario hallar una explicacién elec-
tromagnética de todas las fuerzas conocidas, en particular
de la gravitacién, o al menos modificar 1a ley de la gra-
vitac’sn de la misma manera que las fuerzas electromag-
néticas. Volveremos sobre este punto.

Todo esto parece primero un poco artificial. En parti-
cular esta deformacion de los electrones parece un poco
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hipotética. Pero se la puede presentar de otra manera, de
manera que eviternos poner esta hipétesis de la deforma-
cién como base del razonamiento. Consideremos los elec-
trones como puntos materiales y preguntémonos cémo
debe variar su masa en funcién de la velocidad para no
contravenir al principio de relatividad. O mejor aun,
preguntémonos cuél debe ser su aceleracién bajo la in-
fluencia de un campoe electromagnético, para que este
principio no sea violado y caiga sobre las leyes comunes
suponiendo la velocidad muy débil. Encontraremos que las
variaciones de esta masa o de estas aceleraciones deben
pasar como si el electréon sufriera la deformacion de
Lorentz.

v

LA EXPERIENCIA DE KAUFMAN

Henos aqui, pues, en presencia de dos teorias: una en
que los clectrones son indeformables, es la de Abraham;
en la otra sufren la deformacién de Lorentz. En los dos
cagos, su masa crece cen la velocidad, para tornarse infi-
nita cuando esta velocidad llega a ser igual a la de la
luz; pero la ley de la variacidn no es la misma. El método
empleado por Kaufman para poner en evidencia la ley de
variacién de la masa parece darnos entonces un medio
experimental para decidirnos entre las dos teorias.

Desgraciadamente, sus primeras experiencias no fue-
ron muy precisas para esto, también ha creido deber re-
iniciarlas con més precauciones y midiendo con mucho
cuidado la intensidad de los campos. Bajo su nueva forma
han dado la razén a la teoria de Abraham. El Principio de
Relatividad no tendra entonces el valor que se ha tratado
de atribuirle; no se tendria ninguna razén para creer que
los electrones positivos estdn desprovistos de masa real
como los electrones negativos,
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Sin embargo, antes de adoptar esta conclusién definiti-
vamente, es preciso reflexionar un poco. La cuestién es
de tal importancia que seria de desear que la experiencia
de Kaufman fuera tomada por otro experimentador (1).
Desgraciadamente, esta experiencia es muy delicada y no
podré ser llevada a bien méis que por un fisico de la mis-
ma, habilidad que el Sr. Kaufman. Todas las precauciones
han gido tomadas ¥y no se ve bien qué objecién se podra
hacer.

No cbstante, hay un punto sobre el cual desearia Hamar
la atencién: es sobre la medida del eampo electroestatico,
medida de la que depende todo. Este campo era poroducido
entre las dos armaduras de un condensador; y entre estas
armaduras se habia hecho un vaeio casi perfecto, a fin
de obtener un aislamiento perfecto. Se rindié entonces la
diferencia de potencial de las des armaduras y se obtuvo
el campo dividiendo esta diferencia por la distancia de Ias
armaduras. Esto supone que el campo es uniforme, §es
esto cierto? ;No puede ser que haya una caida de poten-
cial en la vecindad de una de las armaduras, de la arma-

ura negativa, por ejemplo? Puede haber una diferencia
de poteneial al contacte entre e} metal y <l vacio, y puede
que esta diferencia no sea la misma del lado pesitivo que
del negativo; lo que me inclinaria a creerlo son los efec-
tos de valvula eléctrica entre el mercurio y el vacio. Por
débil que sea la posibilidad para que sea asi, parece gue
hay lugar para tenerla en cuenta.

(1) En el momento de poner en prensa nos enterames que el
sefior Bucherer ha tomado la experiencia, rodedndose de nuevas
precauciones, y que ha obtenido, por el contrario del sefior Kauf-
man, resultados oue confirman los puntos de vista de Lorentz.
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VI

EL PRINCIPIO DE INERCIA

En la nueva Dindmica, el principio de inercia es aiin
verdadero, es decir, que un electrén aislado tendra un
movimiento rectilineo y uniforme. Al menos generalmente
se admite; entretanto, Lindeman ha hecho objeciones a
esta manera de ver; no quiero tomar parte en esta dis-
cusion, gue no puedo exponer aqui a causs de su caricter
muy arduo. En todo caso, bastaran ligeras modificaciones
para ponerse a cubierto de las objeciones de Lindeman.
Se sabe que un cuerpo sumergido en un fluido experi-
menta, cuando estd en movimiento, una resistencia consi-
derable, pero es porque nuestros fliidos son viscosos. En
un fluido ideal perfectamente desprovisto de viscosidad,
el cuerpo agitaria detras de él una popa liquida, una espe-
cie de estela; al principio seria preciso un gran esfuerzo
para.ponerio en movimiento, puesto que precisaria poner
en movimiento no solamenie el cuerpo mismo sino el
liquido de su estela. Pero una vez adquirido el movimien-
to, se perpetuaria sin resistencia, puesto que el cuerpe,
avanzando, transportaria simplemente con €] la perturba-
cion del liquido, sin que la fuerza viva total de este liqui-
do aumentara. Todo pasaria entonces como si su inercia
estuviera aumentada. Un electrén avanzando en el éter
se comportaria de la misma manera: alrededor de él, el
éter estaria agitado, pero esta perturbacidén acompaiaria
al cuerpo en su movimiento; de manera que para un ob-
gervador HNevado con el electrén, los campos eléctricos y
magnéticos que acompafiasen a este electrén parecerian
invariables ¥ no podrian cambiar sino si la velocidad del
electrén cambiara. Seria preciso entonces un esfuerzo
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para poner el electron en movimiento, puesto que se pre-
cisaria crear la energia de sus campos. Por el contrarie,
una vez adquirido el movimiento, ningln esfuerzo seria
necesario para mantenerlo, puesto que la energia creada
no tendria mis que transportarse detris del electrén co-
mo una estela. Esta energia entonces no puede méas que
aumentar la inercia del electrén como la agitacién del 1i-
quido aumenta la del cuerpo sumergido en un fliido per-
fecto. Lo mismo los electrones negativos, o al menos no
tienen otra inercia gue ésta.

En la hipétesis de Lorentz, la fuerza viva, que no es
otra que la energia del éter, no es proporciona]l a V2. Sin
duda si V es muy débil, la fuerza viva es sensiblemente
proporcional a V2, la cantidad de movimiento sensible-
mente proporcional a V2, las dos masas sensiblemente
constantes e iguales entre ellas, Pero cuando la velocidad
tiende hacia le velocidad de lo luz, la fuerze vive, la can-
tidad de movimiento y las dos masas crecen mds allé de
todo limite.

En la hipotesis de Abraham, las expresiones son un
poco mas complicadas, pero lo que acabamos de decir
subsiste en sus rasgos mas esenciales.

De esta manera, la masa, la cantidad de movimiento,
la fuerza viva, llegan a ser infinitas cuando la velocidad
es igual a la de la luz. Resulta que ningdn cuerpo podrd
alecanzar por ningin medio una velocidad superior a la de
lo luz. En efecto, a medida que su velocidad crece, su
masa crece, de manera que gu inercia opone a todo nuevo
sumento de velocidad un obsticulo cada vez mayor.

Se plantea una cuestién entonces: admitamos el Prin-
cipio de la Relatividad: un observador en movimiento no
debe poder darse cuenta de su propic movimiento.

Si entonces ningln cuerpo en su movimiento absoluto
puede sobrepasar la velocidad de la luz, pero puede apro-
ximarse tanto como se quiera, debe ser lo mismo en lo
que concierne a su movimiento relativo con relacidon a
nuestro observador, y entonces se podria estar tentado
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de razonar como sigue: Bl observador puede alcanzar una
velocidad de 200.000 kilémetros por segundo; el cuerpo,
en su movimiento relativo con relacién al observador, pue-
de alcanzar la misma velocidad; su velocidad absoluta se-
ré entonces de 400.000 kilémetros, lo que es imposible,
puesto que es una cifra superior a la velocidad de la luz.
Esto no es mag que una apariencia que se desvanece cuan-
do se tiene en cuenta la manera con la cual Lorentz evaludé
los tiempos locales.

VII
LA ONDA DE LA ACELERACION

Cuando un electrén estd en movimients, se produce en
el éter que lo rodea una perturbacion, Si este movimiento
es rectilineo y uniforme, esta perfurbacién se reduce a la
estela a la que acabamos de referirnos en el capitulo
precedente. Pero no es lo mismo si el movimiento es cur-
vilineo ¢ variado. La perturbacién puede ser entonces con-
siderada como la superpesicién de otraz dos, a las cuales
Langevin ha dado los nombres de onda de velocidad y
onda de aceleracion.

La onda de velocidad no es ofra que la estela que se
produce en e} movimiento uniforme.

Hn cuanto a la onda de aceleracién, es una perturbacién
totalmente anfloga a las ondas luminosas, que parten del
electrén en el momento gue sufre una aceleracién y que
se propags a continuacién por ondas esféricas sucesivas
con la velocidad de la luz.

:De dénde proviene esta consecuencia? En un movi-
miento rectilines y uniforme, la energia se conserva inte-
gralmente, pero en cuanto hay aceleracién, hay pérdida de
energia que se disipa bajo la forma de ondas luminosas
que se van al infinito a {través del éter.
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Sin embargo, los efectos de esta onda de aceleracidn,
en particular la pérdida de la energia correspondiente,
gson despreciables en la mayor parte de los casos, es decir,
no solamente en la Mecanica ordinaria y en los movimien-
tos de los cuerpos celestes, sino lo mismo en los rayos del
radio donde la velocidad es muy grande, sin gue lo sea la
aceleracién. Puede enfonces limitarse a aplicar las leyes
de la Mecéanica, escribiendo que la fuerza es igual al pro-
ducto de la aceleracion de la masa. Esta masa, sin em-
bargo, varia ccn la velocidad de acuerdo a lag leyes antes
mencionadas. Se dice entonces que el movimiento es casi
estacionario.

No serd lo mismo en todos log casos en que la onda
de aceleracién es grande y en log cuales los principales
seran los siguientes: 19 En los gases incandescentes cier-
tos electrones toman un movimiento oscilatorio de alta
frecuencia, los desplazamientos son muy pequefios, las
velocidades finitas y Ias aceleraciones muy grandes; la
energia se comunica entonces al éter y es por esto que
estos gases irradian luz del mismo periodo que las oscila-
ciones del eleciron. 29 A la inversa, cuando un gas recibe
luz, estos mismos electrones son puestos en movimiento
con fuertes aceleraciones y absorben luz. 32 En el excita-
dor de Hertz, los electrones que circulan en la masa meté-
lica sufren en el momento de la descarga una bruseca acele-
racién y toman a continuacién un movimiento oscilaterio
de alta frecuencia. De lo que resulta que una parte de
la energia irradia bajo forma de ondas hertzianas. 42 En
un metal incandescente, los elecirones encerrados en este
metal estin animados de grandes velocidades; pero al
legar a la superficie del metal, que no pueden frangquear,
se reflejan v sufren de esta manera una aceleracién con-
siderable. Es por esto que el metal emite luz. Es lo que he
dejado explicado en el eapitulo I, N2 IV (Libro Tercero).
Los detalles de la emision de la luz por los cuervos negros
estdn perfectamente explicados por esta hipdtesis. 59 En
fin, cuande los rayos catddicos vienen a golpear el antica-
todo, los electrones negativos que constituyen estos rayos y
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que estan animados de grandes velocidades, son bruscamen-
te detenidos. A consecuencia de la aceleracién que sufren,
producen ondulaciones en el éter. Seria esto segin ciertos
fisicos el origen de los rayos Roentgen, que no son otra
cosa gue rayos luminosos de muy corta longitud de onda.



CAPITULQO 111
LA MECANICA NUEVA Y LA ASTRONOMIA
I
LA GRAVITACION

La masa puede ser definida de dos maneras: 19 por el
cociente de la fuerza por la aceleracién; esta es la verda-
dera definiciéon de la masa, que mide la inercia de] cuer-
po. 29, por la atraccién que ejerce el cuerpo sobre un
cuerpo exterior, en virtud de la ley de Newton. Debemos
distinguir entonces la masa coeficiente de inercia y la
masa coeficiente de atraccién. Segin la ley de Newton,
hay proporcionalidad rigurcsa entre estos dos coeficien-
tes. Pero esto no se demuestra mas que para las veloci-
dades a las cuales los principios generales de ia Mecanica
son aplicables. Ahora hemos visto que la masa coeficiente
de inercia crece con la velocidad. Debemos entonces de-
ducir que la masa coeficiente de atraccién crece igualmen-
te con la veloeidad y permanece proporcional al coeficiente
de inercia; por el contrario, . que este coeficiente de atrac-
cién permanece constante? Este es un problema en el que
10 tenemos ningln medio para decidir.

Por otra parte, si el coeficiente de atraccién depende
de la velocidad, {cémo las velocidades de dos cuerpos gue
se atraen mutuamente no son generalmente las mismas?,
;de qué manera este coeficiente dependerd de estas dos
velocidades?

No podemos plantear con este motivo mas que dos hipé-
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tesis, pero naturalemtne tratamos de buscar cuél de estas
hipétesis serfa compatible con el principio de la Relati-
vidad. Hay un gran nimero, pero la finica que voy a tra-
tar es la de Lorentz, que voy a exponer brevemente.

Consideremos primero los electrones en reposo. Dos
electrones del mismo signo se repelen, dos de signo con-
trario se atraen. En la teoria comtn, sus acciones mutuas
son proporcionales a sus cargas ordinarias; si entonces
tenemos cuatro electrones, dos positivos A y A’ y los
negativos B y B’, siendo las cargas de estos cuatro elec-
trones las mismas en valor absoluto, la repulsién de A
sobre A’ sers, a la misma distancia, igual a la repulsién
de B sobre B, e igual atin a la atraccién de A sobre B
o de A’ sobre B’.

Si entonces A y B estin muy cerca unoc del otro, lo
mismo que A’ y B’ y examinamos la accién del sistema
A B sobre el sistema A’ B’, tendremos dos repulsiones y
dos actracciones que se compensardn exactamente, y la
aceién resultante serd nula. Sin embargo, las meléculas
rnateriales deben ser miradas precisamente como especies
de sistemas solares donde circulan los electrones, unos po-
sitivos vy otrog negativos, de tal manera que la suma alge-
broice de todas las cargas sea nula. Una molécula ma-
terial es entonces totalmente asimilable al sistema A 4+ B
del que acabamos de hablar, de manera que la aceion
eléctrica total de dos moléculas una sobre la ctra deberia
ser nula,

Pero 1a experiencia nos demuestra que estas moléculas
se atraen a comsecuencia de la gravitaciéon newtoniana.
Tintonces, se pueden hacer dos hipétesis; se puede suponer
que la gravitacién no tenga ninguna relacién con las
atracciones electroestaticas, que sea debida enteramente
a una causa diferente v que simplemente venga a super-
ponerse; o bien se puede admitir que no haya proporcio-
nalidad de las direcciones a las cargas y que la atraccién
ejercida por una carga -+ 1 scbre una carga — 1 es méas
grande que la repulsién mutua de dos cargas + 1, o que
esta de dos cargas —1.

Tn otros términos, el campo eléetrico producido por los
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electrones positivos y el que producen los electrones ne-
gativos se superpondrian permaneciendo ‘distintos. Los
eelctrones positivos serian més sensibles al campo produ-
cido por los electrones negativos que al producido por
los positivos; serfa lo contrario para los electrones nega-
tivos. Es claro que esta hipdtesis complica un poco la
Electroestatica, pero incluye la gravitacién.

¥sta es, en resumen, la hipétesis de Franklin.

$Qué sucede entonces si los electrones estdn en movi-
miento? Los electrones positivos van a engendrar una
perturbacién en el éter y harin nacer un campo eléctrico
v uno magnético. Lo mismo sucederi para los electrones
negativos. Los electrones, tanto positivos como negativos,
sufrirdn a continuacién una impulsién mecénica por la
accién de estos diferentes campos. En la teoria comin, el
campo electromagnético, debido al movimiento de los
electrones positivos, ejerce sobre los electrones de signo
contrario y misma carga absoluta, dos acciones iguales y
de signo contrario. Entonces, no se puede distinguir sin
inconveniente el campo debido al movimiento de los elec-
trones positivos y el debido al movimiento de los negati-
vos, ni considerar la suma algebraica de estos dos campos,
es decir, en el campo resultante.

En la nueva teoria es al contrario. La accién sobre los
electrones positivos del campo electromagnético, debido
a los electrones positivos, se hace segin las leyes comunes.
Lo mismo sucede en la accién sobre el campo de los elec-
trones negativos, debida a ellos mismos. Consideremos
ahora la accién del campo debido a los electrones positivos
sobre los electrones negativos (o a la inversa). Seguird
aln las mismas leeys, pero con un coeficiente diferente.
Cada electrén es méas sensible al campo creado por log
electrones de signo contrario que al campo creado por
los electrones del mismo signo.

Tal es la hipdtesis de Lorentz, que se reduce a la hipé-
tesis de Franklin, a las débiles velocidades: dard cuenta
entonces, para estas débiles velocidades, de la ley de
Newton. Ademaés, como la gravitacién se reduce a las
fuerzas de origen electrodinamico, la teoria de Lorentz se
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le aplicar4d y por cousiguiente el principic de la Relativi-
dad no seri violado.

Se ve que la ley de Newton no es mas aplicable a las
grandes velocidades y que debe ser modificada, para los
cuerpos e movimiento, precisamente de la misma manera
que las leyes de la Electroestatica para la electricidad en
movimiento.

Se sabe que las perturbaciones electromagnéticas se
propagan con la velocidad de la luz. Estamos entonces
tentados de rechazar la teoria precedente, recordando que
la gravitacién se propaga, segtn los calculos de Laplace,
al menos diez millones de veces méas ligera que la luz y
que, por consecuencia, no puede ser de origen electrodi-
némico. El resultado de Laplace es lo suficientemente co-
nocido, pero se ignora generalmente la significacién. La-
place suponia que si la propagacién de la gravitacién no
es instantanea, su velocidad de propagacién se combina
con la del cuerpo atraido; pasa lo mismo para la luz en el
fenémeno de la aberracién astronémica, de tal manera
que la fuerza efectiva no es dirigida segin la recta que
une los dos cuerpos, sino que hace con esta recta un pe-
quefic dngulo, Es ésta una hipdtesis totalmente particu-
lar, bastante mal justificada y en todo casc enteramente
diferente de la de Lorentz. Kl regultado de Laplace no
prueba nada contra la teoria de Lorentz.

1I
COMPARACION CON LAS OBSERVACIONES ASTRONOMICAS

Las teorias precedentes, ;pueden conciliarse con las
observaciones astrondmicas? Primero, si se las adopta, la
energia de los movimientos planetarios serd constante-
mente disipada por el efecto de la onda de aceleracion.

De lo que resultara que los movimientos medios de estos
astros iréan constantemente acelerdndose, como si estos
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astros se moviesen en un medio resistente. Pero este
efecto es excesivamente débil, mucho mas para ser descu-
bierto por las més preciosas observaciones. La aceleracién
de los cuerpos celestes es relativamente débil, de manera
que los efectos de la onda de aceleracién son despreciables
v el movimiento puede ser mirado como casi estacionario.
Es verdad que los efectos de la onda de aceleracién van
constantemente acumulidndose, pero esta acumulacién es
tan lenta que serdn precisos bastantes miles de afios de
observacién para que llegue a ser sensgible,

Hagamos entonces el cilculo considerando el movimien-
to como casi estacionario, y esto en las tres hipétesis si-
guientes:

A. Admitamos la hipétesis de Abraham (electrones in-
deformables) y conservemos la ley de Newton bajo su
forma habitual.

B. Admitamos la hipétesis de Lorentz sobre la defor-
macién de los electrones y conservemos la habitual ley
de Newton.

C. Admitamos la hipétesis de Lorentz scbre los electro-
nes y modifiguemos la ley de Newton, come lo hemos he-
cho en el pardgrafo precedente a fin de hacerla compa-
tible con el principio de relatividad.

Es en el movimiento de Mercurio que el efecto es méas
sensible, puesto que este planeta es el que mayor velocidad
posee. Tisserand hizo un célculo anilogo en otro tiempo,
admitiendo la ley de Weber. Vuelvo a decir que Weber
hallé a la vez la explicacién a los fenémenos electroestiti-
cos y elecirodindmicos, suponiendo gue los electrones (pa-
ra los cuales no se habia inventado atlin un nombre) ejer-
zan los unos scbre los otros atracciones y repulsiones
dirigidas segin la recta que los une, dependiendo no sola-
mente de sus distancias, sino de primeras v segundas de-
rivadas de estas distancias, a consecuencia de sug velo-
cidades y de sus aceleraciones, Esta ley de Weber, bas-
tante diferente de las que tienden a prevalecer hoy, no
presenta al menos con ella cierta analogia.

Tisserand hallé que, si la atraccién newtoniang se hacia
conforme a la ley de Weber, resultaria para el perihelio
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de Mercurio una variacion secular de 14" en el mismo sen-
tido que la que ha sido observada vy no ha podido ser ex-
plicada, pero mas pequefia, puesto que es de 38",

Volvamos a la hipétesis A, B y C, y estudiemos pri-
mero el movimiento de un planeta atraido por un centro
fijo. La hipétesis B y C no se distinguen entonces maés,
puesto que, si el punto atraido es fijo, el campo que &l
produce es un campo exclusivamente electroestitico, don-
de la atraccién varia en razén inversa del cuadrado de las
distancias conforme a la ley electroestatica de Coulomb,
idéntica a la de Newton.

La ecuacién de las fuerzas vivas subsiste, tomando para
la fuerza viva la definicién nueva; lo mismo la ecuacidn
ds las Areas es reemplazada por otra equivalente; el mo-
mento de la cantidad de movimiento debe ser definido
como se ka hecho en la nueva Dindmica.

El solo efecto sensible serd un movimiento secular del
perihelio. Con la teoria de Lorentz se encontrard para este
movimiento la mitad de lo que did la ley de Weber; con la
teoria de Abraham los dos quintos.

8i se supone ahora dos cuerpos méviles gravitando alre-
dedor de su centro de gravedad comin, los efectos difie-
ren muy poco, aungue los caleculos sean un poco mas com-
plicados. El movimiento del perihelio de Mercurio sera
entonces de 77 en la teoria de Lorentz y de 576 en la de
Abraham.

EI efecto es, por otra parte, proporcional a n3 a?, siendo
# el movimiento medio del astro y ¢ el radio de su 6rbita.
Para los planetas, en virtud de la ley de Kepler, €l efecto
varia entonees en razén inversa -/af, es por lo tanto insen-
sible menos para Mercurio.

Es insensible igualmente para la Luna, aunque 7 sea
grande, puestc que ¢ es extremadamente pequeiia; en
suma, es cinco veces més pequefio para Venus y geiscien-
tas veces més pequefio para la Luna que para Mercurio.
Agreguemos que en lo que concierne a Venus y a la Tierra
el movimiento del perihelio (para una misma velocidad
angular de este movimiento) seria mucho més dificil de
descubrir por las observacicnes astrondmicas, puesto. que
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la excentricidad de las érbitas son mucho més débiles
que para Mercurio.

Hn resumen, el solo efecto sensible sobre las observacio-
nes aisrondmicas serio un movimiento del perihelio de
Mercurio, e¢n el mismo seniido que él ha sido observado
sin ser explicado, pero probablemente mdas débil.

Fsto no puede ser tomado como un argumento en favor
de la nneva Dindmica, puesto que precisari encontrar
siempre otra explicacion para la parte mis grande de la
anomalia de Mercurio; pero esto menos puede ser tomado
comg un argumento contra ella.

LA TEORIA DFE LESAGE

Conviene aproximar estas consideraciones de una teo-
ria propuesta después de largo tiempo para explicar la
gravitacién universal. Supongamos que en los espacios
interplanetarios circulan en todos los sentidos con gran-
des velocidades corpdsculos muy débiles. Un cuerpo ais-
lado en el espacio en apariencia no estard afectado por
los chogques de estos corpusculos, puesto que estos cho-
gues se reparten por igual en todas las direcciones. Pero
si dos cuerpos A v B estdn en presencia, el cuerpo B
desempeilari el papel de pantalla, interceptard una parte
de los corptisculos que sin él habrian golpeado a A. Enton-
ces los golpes recibidos por A en la direccién opuesta a
la de B no tendran contrapartida, o no serian compensa-
dos mas que imperfectamente y colocaran a A sobre B.

Tal es la teoria de Lesage, que vamos a discutir colo-
céndonos en el punto de vista de la MecAnica comun.
(Cémo antes que nada deben tener lugar los chogques
previstog por esta teoria? ;Es segiin la ley de log cuerpos
perfectamente eldsticos, o seglin la de los cuerpcs despro-
vistos de elasticidad, o seg@n una ley intermediaria? Los
corplisculos de Lesage no pueden comportarse como cuer-
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pos perfectamente elasticos; sin esto, el efecto seria nulo,
puesto que los corptisculos interceptados por el cuerpo B
serian reemplazados por otros que habrian rebotado schre
B, vy que el céleulo prueba que la compensacién seria
perfecta.

(Es preciso entonces que el choque haga perder energia
a los corpusculos y esta energia deberad encontrarse hajo
forma de calor? ;Pero cudl serd la cantidad de calor asi
producida? Observaremos que la atraccién pasa a través
de los cuerpos; es preciso entonces representarncs la Tie-
rra, por ejemplo, no como una pantalla llena, sino como
formada por un gran numero de moléculas esféricas muy
pequeiias que desempefian individualmente el papel de
pequenas pantallas, pero entre las cuales pueden circular
libremente los corpisculos de Lesage, De esta manera, no
solamente la Tierra no es una pantalla llena, ni un cola-
dor, puesto que los vacios ocupan mucho més lugar que
los llenos. Para darnos cuenta, recordemos que Laplace
ha demostrado que la atraccién, atravesando la Tierra, es
debilitada en mas de una diez millonésima y su demos-
tracién no deja nada que desear: si, en efecto, la atrac-
cion fuera absorbida por los cuerpos por los que atravie-
sa, no seria proporcional a las masas; seria relativamente
méas débil para los cuerpos gruesos que para log peque-
fios, puesto que tendria un espesor mas grande que atra-
vesar. La atraccién del Sol sobre la Tierra seria entonces
relativamente mas débil que la del Sol sobre la Luna, de
lo que resultaria en el movimiento de la Luna una des-
igualdad muy sensible. Debemos deducir entonces si adop-
tamos la feoria de Lesage, que la superficie total de las
moléculas esféricas que componen la Tierra son mis de
la diez millonésima parte de la superficie total de la Tie-
rra. Darwin ha demostrado que la ieoria de Lesage nc
conduce exactamente a la ley Newton, sino suponiendo
log corpusculos enteramente desprovistos de elasticidad.
La atraccién ejercida por la Tierra scbre una masa 1 a
la distancia 1 serd entonces proporcional, a la vez, a la
superficie total S de las moléculas esféricas que la com-
ponen, a la velocidad V de los corpisculos, a la raiz cua-
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drada de la densidad del medio formado por los corpliscu-
los. El calor producido serd proporcional a 8, a la densi-
da P y al cubo de la velocidad V.

Pero es preciso tener en cuenta la resistencia experi-
mentada por un cuerpo que se mueve en medio semejante;
no puede gin ciertos choques, huyendo por el contrario
de los que vienen en la direccién opuesta, de manera gue:
la comparacion realizada en el estado de reposo no puede
subsistir més. La resistencia calculada es proporcional
a S, 4py 4 v. Segln esto, se sabe que los cuerpos celes-
tes se mueven como si no ofrecieran ninguna resistencia,
v la precisién de las observaciones nos permite fijar un
limite a la resistencia del medio.

Esta resistencia, variando como S pv, mientras que Ia
atraccién varia eomo S+/pv, vemos que la relacién de
la resistencia 2l cuadrado de la atraccién en razdn inversa
del producto S v.

Tenemos entonces un limite inferior del producto 8 v.
Habiendo dejado un limite superior de 8 por la absorcién
de la atraceidn de los cuerpcs que atraviesa, tenemos en-
tonces un limite inferior de la velocidad v, que debe ser
al menos igual a 24.1017 veces que el de la luz.

Podemos deducir p y la cantidad de ealor producida;
esta cantidad bastarsd para elevar la temperatura 1028 por
segundo. La Tierra recibird en un tiempo dado 1020 veces
més calor que el Sol no emite en el mismo tiempo, No
guiero hablar de] calor que el Sol envia a la Tierra, sino
del que irradia en todas las direcciones.

Es evidente que la Tierra no resistiria durante mucho
tiempo un régimen parecido. No nog veriamos conducidos
a resultados menos fantésticos si, contrariamente a las
vistas de Darwin, se dotara a log corptsculos de Lesage
de una elasticidad imperfecta sin ser nula. En verdad, la
fuerza viva de estos corpisculos no serd enteramente con-
vertida en calor, pero la atraccién producida serd menor
igualmente, de manera que seri solamente la porcién de
esta fuerza viva convertida en calor la que contribuird a
producir ]a atraccién, y ésta se tornaria lo mismo: un em-
pleo juicioso del teorema de Viriel permitird darse cuenta.
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Se puede transformar la Teoria de Lesage; suprima-
mos los corptisculos e imaginémonos que ¢l éter esté re-
corrido en todos los sentidos por ondas luminosas llegadas
de todos log puntos del espacio. Cuando un objeto material
recibe una onda luminosa, esta onda ejerce sobre él una
acciéon mecanica debida a la presién Maxwel-Bartholi, lo
mismo que si hubiese recibido el choque de un proyectil
material. Las ondas en cuestiéon podrian entonces des-
empefiar el papel de corpdsculos de Lesage. Es esto lo que
admite por ejemplo el Sr. Temassina.

Lag dificultades no estidn descartadas por esto; la velo-
cidad de propagacién no puede ser mas que la de la luz,
v se es asi conducido por la resistencia de]l medio a una
cifra inadmisible. Por otra parte, si la luz se refleja inte-
gralmente, el defecto es nulo, de la misma manera en la
hipotesis de los corpiisculos perfectamente eldsticos. Para
que haya atraccién es preciso que la luz sea parcialmente
abscrbida; pero entonces hay produccién de calor. Los
caleulos no difieren esencialmente de los que se hacen en
la teoria ordinaria de Lesage, y el resultado conserva el
mismo caracter fantastico.

Por otra parte, la atraccién no es absorbida por los
cuerpos gue atraviesa, donde apenas lo es; no sucede lo
mismo eon la luz que conocemos. La luz que produciria la
atraccion newtoniana deberia ser considerablemente dife-
rente de la luz ordinaria, y seria, por ejemplo, de muy
corta longitud de onda. Sin contar que si nuestros ojos
fueran szengibles a esta luz, el cielo entero deberia pare-
cernos mas brillante que el Sol, de tal manera que el Sol
nos pareceria destacarse en negro, sin que el Sol nos
rechazase en Jugar de atraernos. Por todas estas razones,
la Iuz que permitird explicar la atraccién deberis aproxi-
marse mucho mas a logs rayos X de Roentgen que a la
luz comiin.

Aun les rayos X no bastarian; por penetrantes que nos
parezean, no podrian pasar a través de la Tierra; seria
necesario imaginar entonces rayos X' mucho més penetran-
tes que los rayos X comunes. A continuacién una porcién
de la energia de escs rayos X' deberia ser destruida sin
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que hubiera atraccién. Si no se ve que ella es transforma-
da en calor, lo que conduciria a una produccién de calor
enorme, es preciso admitir que es irradiada en todos los
sentidos bajo forma de rayos secundarios, que ge podrian
llamar X” y que deberian ser mucho mas penetrantes aun
que los rayos X', sin que turbasen a su vez los fendémenos
de atraceidn.

Tales son las hipdtesis a que se es conducido ecuando
se quiere tomar la teoria de Lesage.

Pero todo esto que acabamos de decir supone las leyes
comunes de la Mecénica. {Las cosas irdn mejor si admi-
timos la nueva Dindmica? ;Primero es posible congervar
el Principio de la Relatividad? Demos primero a la teoria
de Lesage su forma primitiva y supongamos el espacio
surcado por corpusculos materiales; si estos corptsculos
fueran perfectamente eldsticos, las leyes de su chogque
estarian de acuerdo al Principic de Relatividad, pero sa-
bemos que entonces su efecto seria nulo. Es preciso supo-
ner entonces que estos corptisculos no son elasticos. Enton-
ces es dificil imaginar una ley de chogue compatible con
el Principio de Relatividad. Por otra parte, se encontraria
aun una produccién de calor considerable y no obstante
una resistencia del medio muy sensible,

Si suprimimos los corptsculos y volvemos a la hipote-
sis de Maxwell-Bartholi, no seran menores las dificulta-
des. Es lo que ha tratado Lorentz mismo en su memoria
en la Academia de Ciencias de Amsterdam, el 25 de abril
de 19060,

Congideremos un sistema de electrones sumergido en
un éter recorrido en todos los sentidos por ondas Iumino-
sas; uno de estos electrones golpeado por una de estas
ondas, va a entrar en vibracién; su vibracién va a ser
sincrenizada con la de la luz; pero podria haber una
diferencia de fase, si el electrén absorbe una parte de la
energia incidente. Si en efecto absorbe la energia, es que
es la vibracidon del éter la que acarvea el electrén; el elec-
trén dehe ser entonces retrasado sobre el éter. Un electrén
en movimiento es entonces asimilable a una corriente de
convencién; entonces todo campo magnético, en particular
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este que es debido a la misma pertubacién luminosa,
debe ejercer una accién mecanica sobre este electrén. Esta
accion es muy débil, ademis cambia de signo en el periodo
de la corriente; sin embargo, la aceién media no es nula
si hay una diferencia de fase entre las vibraciones dei
electrén y lag del éter. La accién media es propercional a
esta diferencia, por lo tanto, a la energia absorbida por
el electron. No puedo entrar aqui en el detalle de los
calculos; digamos solamente que el resultado final es una
atraccion de dos electrones cualquiera, variando en razén
inversa del cuadrado de las distancias y proporcional a la
energia absorbida por los dos electrones.

No puede entonces haber atraccidén sin. absorcién de
luz, y por consecuencia, sin produccién de calor. Y es todo
lo que ha determinado a Lorentz a abandonar esta teoria,
que en el fondo no difiere de la de Lesage ¢ Maxwell-
Bartholi.

Se hubiera asustado mucho méas si hubiera llevado el
céleule hasta el fin. Habria encontrado que la temperatura
de la Tierra deberia acrecentarse 1018 grados por segundo.

v

CONCLUSIONES

Me he esforzado en dar en pocas palabras una idea tan
completa como posible de estas nuevas doctrinas; he tra-
tado de explicar cémo han tomado nacimiento, sin que el
lector se asustara por su osadia. Las nuevas ieorias no
estidn ain demostradas, falta mucho; solamente se apoyan
sobre un conjuntc bastante serio de probabilidades, para
que no tengamos el derecho de tratarlas con desprecio.

Las mismas experiencias nos ensefian sin duda en qué
se debe pensar definitivamente. Bl nudo del problema esta
en la experiencia de Kaufman y las que se deberadn tratar
de emsayar para verificarla. Permitaseme un voto para
terminzr, Supongamos que de aqui a varios afliocs estas
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teorias sufrieran unas pruebas y triunfaran. Nuestra
enseflanza securdaria correria entonces un gran peligro;
algunos profesores querrian sin duda hacer lugar a las
nuevas teorias. Las novedades son atrayentes y es tan
duro parecer no haber avanzado bastante. Al menos se
guerrd abrir a los nifios de unas ojeadas y antes de ense-
ftarles la Mecdnica comun, se les advertird que ya ha pa-
sado su tiempo y que al menos es buena para el viejo
zoquete de Laplace. Y euntonces no se acostumbraran a la
Mecanica ordinaria. ;Es bueno advertirles que no es més
que aproximada? Si, pero méas tarde, cuando hayan pe-
netrado hasta la medula, cuando hayan tomado el hébito
de no pensar sino por ella, cuando no corran el riesgo de
olvidarla, entonces se podré sin incounveniente mostrarles
los limites.

Es con la Mecinica comin que deben vivir, es la sola
que tendran siempre que aplicar; cualquiera que sean los
progresos del automovilismo, nuestros coches 1o alcanza-
rén jamas las velocidades donde ella no sea verdadera. La
otra no es mas que un lujo ¥ no se debe pensar en lujo
sino cuande no haya el riesgo de perjudicar lo necesario.






LI B R O CUAU RTO

LA CIENCIA ASTRONOGMICA

CAPITULO 1
LA ViA LACTEA Y LA TEORIA DE LOS GASES

Las consideraciones que voy a desarrollor aqui, han
atraido poco, hasta ahora, la atencién de los astrénomos.
No podria citar apenas sino una idea ingeniosa de Lord
Kelvin que nos ha abierto un nueve campo de descubri-
mientos, pero que espera aln que se le siga. No tengo
tampoco ningtn resultado original que presentar, y todo
lo que puedo hacer es dar una idea de los problemas que
se plantean, pero que nadie hasta hoy se ha preocupado
de resolver.

Teodo el mundo sabe cémo interpretan muchos figicos
modernos la constitucién de los gases. Los gases estin
formados por una multitud innumerable de moléculas, las
que, dotadas de grandes velocidades, se cruzan y entre-
cruzan en todos los sentidos. Esfas moléculas obran pro-
bablemente a distancia unas de las otras, pero esta accién
disminuye muy rapidamente con la distancia, de manera
gue sus trayectorias permanecen sensiblemente rectili-
neas y no cesan de serlo sino cuando dos moléculas llegan
a pasar bastante cerca una de la otra. En este caso, su
mutua atraceién o repuisién las hace desviarse a derecha
o izquierda. Es lo que se denomina algunas veces un cho-
que, pero no se debe interpretar esta palabra choque en
sentido absoluto; no es necesario que las dos moléculas
lleguen a estar en contacto, basta que se aproximen lo
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bastante para que sus atracciones mutuas sean sensibles.
Las leyes de la desviaeién que sufren son las mismas que
si hubiera habido el choque verdadero.

Primero parece que los innumerables choques de esta
innumerable polvareda no pueden engendrar més que un
caos inextrincable, ante el cual el analitico debers retro-
ceder. Pero la ley de los grandes niimeros, esa ley suprema
del azar, acude en nuestra ayuda, en presencia de un me-
dio desorden. Esta ley estadistica restablece. una especie
de orden intermedio, donde el espiritu puede recobrarse.
Es el estudio de este orden intermedio lo que constituye
la teoria cinética de los gases; nos muestra que las veloci-
dades de las moléculas son igualmente repartidas en todas
direcciones, que el grado de estas velocidades varia de
una molécula a la otra, pero que esta misma variacién esta
sometida a una ley llamada ley de Maxwell. Esta ley nos
ensefla cuantas moléculas hay animadas de tal o cual velo-
cidad. En cuanto los gases se apartan de esta ley, los cho-
ques mutuos de las moléculas al modificar el grado y di-
reccién de sus velocidades, tienden a hacerlo volver rapi-
damente a la ley antes mencionada. Los fisicos han tra-
tado con éxito de explicar de esta manera las propiedades
experimentales de Ios gases, por ejemplo la ley de
Mariotte.

Consideremos ahora la Via Laectea, alll también vemos
una innumerable polvareda, s6lo que log granos de esta
polvareda no son &tomos, son astros, estos granos se
mueven también con grandes velocidades, obran a distan-
cia unos sobre los otros, pero esta accién es tan débil a
gran distancia, que sug trayectorias son rectilineas, v sin
embargo de tanto en tanto dos de entre ellos pueden
aproximarse lo bastante como para ser desviados de sus
rectas, como un cometa que ha pasado muy cereca de Ja-
piter, En una palabra, para un gigante, la Via Lictea no
seria sino una burbuja de gas.

Tal ha sido la idea directriz de lord Kelvin, ;{Qué pode-
mos sacar de esta comparacién? (En qué medida es exac-
ta? Es lo que parece que vamos a buscar, pero antes de
llegar a una conclusién definitiva y sin querer prejuz-



CIENCIA ¥ I TODO 2

garla, presentimos que la teoria cinética de los gases ha
de ser para el astrénomo un modelo que no deberia seguir
ciegamente, sino en el que podra inspirarse tGtilmente.
Hasta el presente, 1a mecanica celeste no ha acatado maés
que al sistema solar, o a varios sistemas de esirellas do-
bles. Delante de este conjunto presentado por la Via Léc-
tea o los montones de estrellas, o las nebulosas resolubles,
retrocede, puesto que no ve méas que el caos. Pero la Via
Léctea no es méas complicada que un gas, log métodos es-
tadisticos fundados sobre el cileulo de las probabilidades
aplicables a aquél lo serdan también para ella. Antes que
nada conviene darse cuenta del parecido de las dos cosas
y de su diferencia.

Lord Kelvin se ha esforzado en determinar por este
medio las dimensiones de la Via Léctea, se ha limitado
para esto a contar las estrellas visibles en nuestros teles-
copios, perc nc estamos segurcs de que detris de las es-
trelias que vemos no hay otras que no veamos, de manera
que 1o que mediremog de esta manera no seréd la extensién
de la Via Lactea, sers el alcance de nuestros instrumentos.
La nueva teoria nos va a ofrecer otros recursos. En efec-
to, conocemos los movimientos de las estrellas més cer-
canas y podemos darnos una idea de la grandeza y direc-
cién de sus velocidades. Si las ideas expuestas antes son
exactas, estas velocidades deberan seguir la ley de Max-
well y su valor medio nog hard conocer, por asi decir, lo
que corresponde a la temperatura de nuestro gas ficticio.
Pero esta misma temperatura depende de las dimensiones
de nuestra burbuja gaseosa. ;Cémo va a comportarse, en
efecto, una masa gaseosa abandonada en el vacio si sus
elementos se atraen segin la ley de Newlon? Va a tomar
la rorma esférica, ademis a consecuencia de la gravita-
cidn, la densidad va a ser mas grande en el centro, la tem-
peratura y la presién estando unida por dicha ley adia-
batica, como sucede en las capas sucesivas de nuestra at-
mosfera. En la misma superficie la presién serd nula y
serd lo mismo de la temperatura absoluta, es decir, de
la velocidad de las moléculagz.

Una cuestién se plantea aqui: he hablado de la ley adia-
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batica, pero esta ley no es la misma para todos los gases,
puesto que depende de la relacidn de sus dos valores
egpecificos; para el aire y los gases anilogos esta rela-
cién es de 1,42; ;pero es el aire que convendria asimilar
la Via Lactea? Evidentemente, no; deberia ser conside-
rado como un gas monoatémico, como el vapor de mercu-
rio, como el argdén, como el helio, es decir, que la relacion
de calores especificos debia ser tomada igual a 1,66, Y,
en efecto, una de nuestras moléculas seria por ejemplo el
sistema solar; jero los planetas son pequefios personajes,
solamente cuenta el gol, de manera que nuestra molécula
es moncatémica. Lo mismo si tomamos una estrella do-
ble, es probable que la accién de un astro extrafio que
llegve a aproximarse, llegaria a ser lo bastante sensible
para desviar el movimiento de traslacién general del sis-
tema antes de ser capaz de turbar las dos Orbitas relativas
de dos componentes; la estrella doble, en una palabra, se
comportaria como un dtomo indivisible.

Cualquiera que fuera la presién y por consiguiente la
temperatura en el centro de la esfera, serian tanto méis
grandes cuanto mas grosera fuera la esfera, puesto que
la presién aumenta de peso en todas las capas superpues-
tas. Podemos suponer que estamos en el centro de la Via
Lactea y observando la velocidad media de las estrellas,
conoceremos lo que corresponde a la temperatura central
de nuestra esfera gaseosa y determinaremos su radio.

Podemos darnos una idea del resultado por las eonsi-
deraciones siguientes: hagamos una hipédtesis mis sim-
ple: la Via Lictea es esférica, y las masas estan reparti-
das en una manera homogénea, de lo que resulta que los
astros describen elipses teniends el mismo centro. Si su-
ponemos que la velocidad se anula en la superficie pode-
mos calcular esta ecuacién en el centro por la ecuacién de
las fuerzas vivas. Encontraremos asi que esta wvelocidad
es preporcional al radio de la esfera y a la raiz cuadrada
de su densidad. Si la masa de esta esfera fuera la del Sol
¥ su radio el de la érbita terrestre, esta velocidad seria
(es facil verlo) la de la Tierra sobre su 6rbita. Pero en
el caso que hemos expuesto, la masa del Sol deberd ser
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repartida en una esfera de radic 1.000.000 de veces mis
grande, siendo este radio ia distancia de las estrellas mas
cercanas. La densidad es entoneces 108 veces mis peque-
fia, segtn esto lag velocidades son del mismo orden, enton-
ces es preciso que el radio sea 10° mis grande, sea mil
veces la distancia de lag estrellas mas eercanas, Io que
hara cerca de un milidon de millones de estrellas en la
Via Lactea.

Pero vais a decir que estas hipétesis se apartan mucho
de la realidad, primero la Via Lactea no es esférica v va-
mos a volver pronto sobre este punto; a continuacién la
teoria cinética de los gases no es compatible con la hipé-
tesis de una esfers homeogénea. Pero haciendo el céleulo
exacto conforme a esta teoria, se encontrard un resuliado
diferente, sin duda, perc del mismo orden de grandeza;
segun esto, en un problema parecido los datos som tan
inciertos que Ia sola meta que podemos ver eg el orden de
grandeza.

Aqui se presenta una primera observaeién: el resultado
de lord Kelvin gue acabo de volver a encentrar por medio
de un calculo aproximado, concuerda sensiblemente con
las evaluaciones que los observadores han podido hacer
con sus telescopios, de manera que seria preciso deducir
que estamos cerca de horadar la Via Lactea. Pero esto
nos permite resolver otra cuestién., Existen las estreilas
que vemos porque brillan. ;Pero no podria haber astros
obscuros que circulasen en los espacios interestelares, cuya
existencia podria permanecer largo tiempo ignorada? Pero
entonces lo que nos dars el método de lord Kelvin seri el
nimero total de las estrellas, comprendiendo lag estrellas
obscuras como su cifra es comparable a la que da el teles-
copio, es por lo que no hay materia obscura o por lo me-
nos que no hay tanta como materia brillante,

Antes de ir més lejos debemos encarar el problema bajo
otro aspecto. ;La Via Lactea asi constituida es la imagen
de un gas propiamente dicho? Se sabe que Crookes ha in-
troducido la nocién de un cuarto estado de la materia en
qgue los gases demasiado rarificados no son més verdade-
ros gases y se tornan en lo que se llama la materia ra-
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diante. La Via LActea, vista la debilidad de su densidad,
.sera la imagen de la materia gaseosa, o la de la materia
radiante? Sera esto lo que se llama el libre recorrido lo
que nos proveerd la respuesta.

La trayectoria de una molécula gaseosa puede ser con-
siderada como formada por segmentos rectilineos enlaza-
dos por arcos muy pequefios correspondientes a choques
sucesivos. La longitud de cada uno de estos segmentos es
lo que se llama el libro recorrido; esta longitud no es la
misma, entenddmoslo bien, para todos los segmentos y
para todas las moléculas; pero se puede tomar una lon-
gitud media, es esto lo que se llama el recorrido medio.
Esto eg por lo tanto mas grande que la densidad del gas
y méas débil. La materia seri radiante si el recorrido es
més grande que las dimensiones del vaso donde el gas
estd encerrado, de manera que una molécula tiene proba-
bilidad de recorrer el vaso entero sin sufrir choque, per-
manece gasecsa en el caso contrario. Resulta de esto que
un mismo fliido puede ser radiante en un pequefio vaso
v gaseoso en uno grande; es por esto que puede ser que
en el tubo de Crockes es necesario hacer el vacio tanto més
cuanto el vaso sea més grande,

i Qué sucede entonces para la Via Lactea? Esta es una
masa de gas cuya densidad es muy débil, pero cuyas di-
mensiones son muy grandes. ;Una estrella tiene proba-
bilidad de atravesarla gin sufrir choque, sin pasar bas-
tante cerca de otra estrella, como para ser sensiblemente
desviada de su ruta? ;Qué entenderemos por bastante
cerca? Esto ex forzosamente un poco arbitrario; supon-
gamog que sea la distancia del Sol a Neptuno lo que re-
presenta una desviacion de una docena de grados; supon-
gamos entonces alguna de nuestras estrellas envuelta en
una esfera de guardia de este radio, juna recta podria
pasar entre estas dos esferas? A la distancia media de
las estrellas de la Via Léictea el radio de estas esferas
serd visto baje un angulo de cerca de un décimo de se-
gundo y tendremos mil milloneg de estrellas. Cologuemos
bajo la esfera celeste mil millones de pequefios circulos de
un décimo de segundo de radio. ;Tenemos probabilidades
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para que estos circulos recubran un gran némero de ve-
ces la esfera celeste? Lejos de ahi, no recubriran mais que
la dieciséis milésima parte. De esta manera la Via Lactea
no es la imagen de la materia gaseosa, sino la de la mate-
ria radiante de Crookes. Sin embargo, como nuestras con-
clusiones precedentes son felizmente muy precisas, no te-
nemos que modificarlas sensiblemente. Pero hay otra di-
ficultad; la Via Léctea no es esférica, y hasta aqui hemos
razonado como si lo fuera, puesto que es esta la forma de
ethbrlo que tomaria un gas aislado en el espacio.

“Existen en desquite muchas estrellas cuya forma €3
globular y a las cuales se aplicard mejor lo que acabamos
de decir hasta aqui. Herschel se ha preocupado ya de ex-
plicar sus notables apariencias. Suponia qué conglomera-
do de estrellas estaban uniformemente distribuidas, de
tal manera que un montén era una esfera homogénea;
cada estrella describird entonces una elipse y todas estas
Orbitas serian recorridas en el mismo tiempo de manera
que al término de un periodo de conglomerados volveria
a encontrar su configuracién primitiva y esta configu-
racién seria estable. Desgraciadamente los conglomerados
no parecen homogéneos, se observa una condensacién en
el centro, se observaria lo mismo atn cuando la esfera
fuera homogénea, puesto que es mas espesa en el centro,
pero no seria tan acentuada. Se puede entonces por otra
parte comparar un conglomerado a un gas en equilibrio
de una maga.gaseosa.

Pero dirdn ustedes que estos conglomerados son mu-
cho més pequefios que la Via Léctea de la cual forman
parte probablemente y aunque sean més densos nos da-
ran, por otra parte, cualquier cosa andloga a la de la
materia radiante; seguiin esto, los gases no alcanzan su
equilibrio adiabdtico sino a consecencia de los innume-
rables choques de la moléculas. Puede ser que hubiera
medio de arreglar esto. Supongamos que'las estrellas de
los conglomerados tengan justa la energia suficiente para
que su velocidad se anule cuando lleguen a la superficie,
entonces volverdn atris y lo atravesarian de nuevo; des-
pués de un gran nimero de travesias acabaran por ser
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desviadag por un cheque, en estas condiciones tendriamos
aun una materia que se podria considerar gaseosa; i
por azar hubiera habido en los conglomerados de estre-
llas, cuya velecidad fuese més grande, han salido desde
hace tiempo, la han dejado para no volver. Por todas es-
tas razones seria interesante examinar los conglomera-
dos conocidos y tratar de darse cuenta de la ley de las
densidades y ver si es la ley adiabatica de los gases.

Pero volvamos a la Via Lictea, nc es esférica y se la
representard més bien como un digco aplastado. Claro es
que una masa salida sin velocidad de la superficie llega-
ra a]l centro con velocidades diferentes; segin que haya
salido de la superficie, en la vecindad del centro del disco
o del borde del misme, la velocidad serd notablemente méas
erande en el Gltimo caso.

Segun esto, hasta el presente hemos admitido que las
velocidades propias de las estrellas, las que observamos,
deben ser comparables a2 las que alcanzarian masag pare-
cidas; esto entrafia una cierta confusién., Hemos dado an-
tes un valor para las dimensiones de la Via Léictea y he-
mos deducido las velocidades propias observadas, que son
del mismo orden que Ila de la Tierra gobre la 6rbita;
ipero cuil es la dimensién que hemos medido de esta ma-
nera? jEs el espesor? (Es el radio del disco? Hs, sin
duda, algo intermedio. {Pero qué podemos decir del es-
pesor mismo, o del radio del disco? No faltan los datos
para hacer el calculo, me limito a haceros entrever la po-
sibilidad de fundar a] menos una evaluaeién aproximada
gobre una discusién profundizada de los movimientos
propios.

Y entonces nos encontramos en presencia de dos hip$-
tesis, o las estrellas de la Via Léctea estan animadas deo
velocidades gue en su mayoria son paralelas al planc ga-
lactico, pero por otra parie distribuidas uniformements
en todos ios sentidos paralelamente a este plano. Si es de
esta maners, la observacidn de los movimientos propios
debe revelarnos una preponderancia de componenies pa-
ralelog a la Via Tdctea; estd por ver, porque no sé si se
ha hecho una discusidén sistematica schre este punto de
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vista. Por ofra pavte, un equilibrio parecido no podrd ser
mis que provisoric, porque a consecuencia de los chogues,
las moléculas, quiero decir log astros, van a adquirir a la
larga notables velocidades en el sentido perpendicular a
la Via LActea y acabaran por salirse de su plano, de ma-
nera que el sistema tenderd hacia la forma esférice, finica
figura de equilibrio de una masa gasecosa aislada.

O el sistems entero estd animado de una rotacién co-
min, v es por esta razdn que estd aplastado como la Tie-
rra, como JUpiter, como todos los cuerpos que giran.
Unicamente como este aplastamiento es considerable, es
preciso que la retacién sea rapida, rédpida sin duda, pero
es precizo entenderla bajo el sentido de esta palabra. La
densidad de la Via TdActea es 10™ veces mis débil que la
del Sol; una velocidad de rotaciéon que sea +/ 10® més
pequefia que g del Sol, serd entonces equivalente al punto
de vista del aplastamiento una velocidad 107, méas lenta
que ia de la Tierra es un treintavo de gegundo de arco
por sigle, serd una rotacién muy rapida, casi tan rapida
como para que el equilibrio estable sea posible.

En esta hipdtesis los movimientos propics que se pue-
den observar nos parecerian uniformemente distribuidos
v no habria més preponderancia para los componentes pa-
ralelog al plano galdctico. No nos ensefiardn nada sobre
la rotacién misma, puesto que formariamos parte del
sistema rotario. Si las nebulosas espirales son otrag Vias
Lacteas, extrafias a las nuestrag, no serian acarreadas en
esta rotacién y se podrian estudiar sus movimientos pro-
pios. Eg verdad que estdn muy alejadas, si una nebulosa
de las dimensiones de la Via T.actea, y si su radio apa-
rente es por ejemplo 207, su distancia es diez mil veces
el radio de la Via Lactea,

Pero esto no hace nada, puesto que no es scbre la trans-
lacién de nuesgtro sistema que les pedimos informes, sino
gobre su rotacidén. Las estrellas fijas, por su movimiento
aparente, nog revelan bien la rotacién diurna de la Tierra
aungue su distancia sea Iinmensa. Desgraciadamente la
posible rotacién de la Via Léctea, por rapida que sea, es
relativamente lenta desde el punto de vista absoluto y, por
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otra parte, los enfoques Opticos scbre lag nebulosas no
pueden ser muy precisos; es necesario entonces miles de
afios de observaciones para aprender cualquier cosa.

Sea lo que fuere en esta segunda hipétesis, la figura
da la Via Lactea seria una figura de equilibrio definitivo.

No discutiria méas el valor relativo de estas dos hipo-
tesis, puesto que hay una tercera que puede ser mis vero-
simil. Se sabe que entre las nebulosas insclubles se pue-
den distinguir varias familias: las nebulosas irregulares
como la de Orién, las nebulosas planetarias y anulares, y
las nebulosas espirales. Los espectros de las dos primeras
familias han sido determinadog, son discontinuos: estas
nebulcsag no son las formadas de estrellas; por otra parte,
su distribucién sobre el cielo parece depender de la Via
Lactea, sea que tenga tendencia a alejarse, sea por &l
contrario a aproximarse, forman entcnces parte del sis-
tema. Por el contrario, las nebulosas espirales son gens-
ralmente consideradas como independientes de la Via
Lactea, se admite que estin formadag de una multitud de
estrellas, que son, en una palabra, otras Vias Lacteas muy
alejadas de la nuestra. Los recientes trabajos de Stratonof
tienden a hacernos mirar la Via Lactea misma como una
nebulosa espiral, v es esta la tercera hipdtesis de que
quiero hablaros.

{Cémo explicar las apariencias tan singulares presen-
tadas por las nebulosas espirales, que son demasiado re-
gulares y constantes para ser debidas al azar? Basta pri-
mero poner log ojos en una de estas imégenes para ver
que la masa esti en rotacién; lo mismo ge puede ver cuél
es el sentido de la rotacidn, todos los radios espirales es-
tan curvados en e] mismo sentido; es evidente que el alo
en marcha la que estd en retraso sobre el pivote, y esto
determina el sentido de la rotacién. Pero no es esto todo,
es claro que estas nebulosas no pueden ser asimiladas a
un gas en reposgo, ni Jo mismo a un gas en relative equili-
brio bajo el imperio de una rotaciéon uniforme, es preciso
compararlas a un gas en permanente movimiento en el
cual reinan corrientes intestinag,

Supongames, por ejemplo, que la rotacién del nfcleo
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central sea rapida (ustedes saben lo que entiendo por esta
palabra), tan' rdpida como para el equilibrio estable, enton-
ces en el Ecuador la fuerza centrifuga prevaleceria sobre
la atraccién y las estrellas tenderén a evadirse por el Ecua-
dor y formaran corrientes divergentes; pero alejiandose,
como su movimiento de rofacién permanece constants y el
radio vector aumenta, su velocidad augular va a disminuir
¥ es por esto que el ala en marcha parece retrasada.

Desde este punto de vista no habria un verdadero mo-
vimiento permanente, €l ntcleo central perderia constan-
temente materia, que se iria para no volver y se vaciaria
progresivamente. Pero podemos no modificar Ia hipétesis.
A medida que se aleje la estrella pierde su velocidad y
acaba por. pararse, en este movimiento la atraceién la
vuelve a tomar de nuevo y la vuelve sobre el nfcleo; ha-
bra entonces corrientes centripetas, Es preciso admitir
que las corrientes centripetas estan en primera fila y
las centrifugas en segunda, si volvemos a tomar la com-
paracidén con una tropa en ejercicio gue ejecuta una ma-
niobra, y en efecto es preciso que la fuerza cenbrifuga
compuesta sea compensada por la atraccidén ejercida por
las capas centrales del enjambre sobre las capas extremas.

Por otra parte, al cabo de cierto tiempo se establece un
régimen permanente, el enjambre se ha eurvado, la atrac-
cién ejercida sobre el pivote por el ala en marcha tiende
a frenar el pivote, y la del pivote sobre el ala en marcha
tiende a acelerar la marcha de este ala que no aumenta
su retraso, de manera que todos log radios acaban con una
velocidad uniforme.

Se puede admitir, gin embargo, que la rotacién del
nicleo es més rapida que la de los radios.

Subsiste una cuestién; ;por qué estos enjambres cen-
tripetos y centrifugoes tienden a concentrarse enm radios,
en lugar de diseminarse un poco por todas partes? ;Por
qué estos radios se reparten regularmente? Si los enjam-
bres se concenlran es a causa de la atraccién ejercida por
los ya existetnes sobre las estrellas que salen del ntcleo en
su vecindad. Desde que una designaldad se produce, tiende
a acentuarse por esta causa,
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iPor qué se reparten regularmente los radios? Tsto es
delicado. Supongamos que no hay rotacién, que todos los
astros estdn en dos planos de manera que su distribucion
sea simétrica con relacién a estos dos planos. Por sime-
tria no habrid razén para que ellos salgan de estos dos
planos, ni para que la simetria se aitere. Esta configura-
cién nos dard entonces el equilibrio que serd un equilibrio
inestable.

Si hay rotacién, por el contrario, encontraremos una
configuracién de equilibrio anéloga, con cuatro radios
curvados, iguales entre ellos v cortdndose a 909; v si la
rotacién es bastante rapida, este equilibrio podra ser
estable.

o estoy en estado de precisar mas, me basta haceros
entrever que estas formas espirales puede ser que pu-
diesen ser explicadas un dia, no haciendo intervenir mas
que la ley de la gravitacién y las consideraciones estadis-
ticas recordando las de la teoria de los gases.

Esto que acabo de deciros sobre corrientes intestinas
os muestra que podria haber interés en discutir sistemé-
ticamente e] conjunto de movimientos propios; esto es lo
que podremos hacer dentro de un centenar de afiog cuan-
do se haga la segunda edicién de la carta del cielo y se
la compare con la primera, es decir, a la que estamos
haciendo ahora.

Pero quisiera, para terminar, llamar vuestra atencién
sobre un problema, el de la edad de la Via Lictea o de
las nebulosas. Si esto que hemos creido ver llega a con-
firmarse, podriamos darnos una idea. Esta especie de
equilibrio estadistico cuyos gases ncos dan el modelo no
puede establecerse sino como consecuencia de un gran
nimero de choques. Si estos choques son raros, no podra
producirse sino después de largo tiempo, si realmente la
Via Léactea (o al menos los montones que hacen parte),
si las nebulosas han alcanzado este equilibrio eg que son
muy vigjas y tendremos un limite inferior de su edad.

Tendremos igualmente un limite superior, este equi-
librio no es definitivo y no podria durar siempre. Nues-
tras nebulosas espirales serian asimilables a los gases
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animados de movimientos permanentes, pero los gases eu
movimiento son visccsos y sus velccidades acabardn por
usarse. Lo que corresponde aqui a la viscosidad (¥ que
depende de lag probabilidades de choque de las molécu-
lag) es excesivamente débil, de manera que el régimen
actual podra persistir duranie un tiempo extremadamen-
te largo, no obstante siempre de manera que nuestras
Vias Lécteas no podrian vivir eternamente ni ilegar a ser
infinitamente viejas.

Y no es esto todo. Consideremos nuestra atmésfera: en
la superficie debe reivar una temperatura infinitamente
pequeiia v la velocidad de las moléculas es cercana a cero.
Pero no se trata sino de la velocidad media. Por conse-
cuencia de los choques una de estas moléculas podra ad-
quirir (rara vez es verdad) una velocidad enorme y en-
tonces va a salir de la atmésfera; una vez fuera no en-
trard mis; nuestra atmoésfera se vacia asi entonces
con extremada lentitud. La Via Lictea va también per-
diendo de tiempo en tiempo una estrella por el mismo me-
canismo y esto limita igualmente su duracién.

Y bien, es cierto que si suputamecs asi la edad de la
Via Léctea vamos a encontrar cifras enormes. Pero aqai
se presenta una dificultad. Ciertos fisicos se fundan en
otrag consideraciones, estiman que los solss no pueden
tener sino una existencia efimera, cerca de cincuenta
millones de afios, nuestro minimo serd més grande que esto.
{Hace falta creer que la evolucién de la Via Lactea ha
comenzado cuando la materia era afin obscura? [ Pero
cémo las estrellas que la componen han llegado tedas al
mismo tiempo a la edad adulta, edad que debe durar tan
poco? ;O deben Hegar todas sucesivamente y estas quz
vemos no son mas que una débil minoria, segin estas que
estdn apagadas o que alumbraridn un dia? ;Pero cémo
conciliar esto que hemos dicho antes sobre la ausencia de
materia obscura en notable proporcién? ;Debemos aban-
donar una de las dos hipétesis? { Pero cual? Me limito a se-
flalar la dificultad sin pretender resolverla. Terminaré en-
tonees con un gran puato de interrogacién. Es interesante
plantearse problemas aunque la solucién parezca lejana.



CAPITULO II
LA GEODESIA FRANCESA

Todo el mundo comprende qué interés tenemos en cono-
cer la forma y dimensiones de nuestro giobo, pero puede
ser que algunas personas se sorprendan al saber la pre-
¢isién que se busca. ;Es esto un lujo inatil? ;Para qué
girven los esfuerzos que constantemente le han dispensado
los geodestas?

Si se le planteara esta pregunta a un parlamentario
contestaria: «Creo que es una de las Ciencias més utiles,
puesto que es una de las que nos cuestan més caro». Qui-
siera tratar de daros una respuesta un poco mas precisa.

Los grandes trabajos de arte, tanto los de la paz como
los de la guerra, no pueden ser emprendidos sin largos
estudios que economizan muchos tanteos, desengafios vy
frases inutiles. Estos estudios no pueden hacerse sino
sobre una buena carta. Pero una carta no serd mas
que una fantasia sin ningan valor si se la construye sin
apoyarle sobre una estructura lo bastante sélida. Lo mis-
mo seria tratar de poner de pie un cuerpc humano al que
se le hubiera sacado el esqueleto.

Segin esto son las medidas geodésicas 1as que nos dan
esta estructura; entonces sin Geodesia no hay carta bue-
na, y sin una buena carta no hay grandes trabajos pu-
blicos.

Estas razones bastarian, sin duda, para justificar los
gastos, pero son propias para convencer hombres practi-
cos. No es sobre éstas que conviene insistir aqui; hay
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otras mas altas y desde todo punto de vista méas impor-
tantes.

Plantearemos entonces la cuestién de otra manera: ;La
Geodesia puede ayudarnos a comprender mejor la Natu-
raleza? ;Nos ha hecho comprender la unidad y la armo-
nia? Un hecho aislado, un efecto, tiene poco precio y las
conquistag de la Ciencia no tienen valor si no preparan
otras nuevas.

Si se descubriera una pequefia joroba sobre el elipsoide
terrestre, este descubrimiento no tendria gran interés.
Se tornari precioso, por el contrario, si buscando la cau-
sa de esta joroba tenemos la esperanza de resolver otros
secretos.

Pues bien, cuando en el siglo XVIII Maupertuis y La
Condamine afrontaron diversos climas, no fué solamente
para conocer la forma de nuestro planeta, se trataba del
sistema del mundo entero.

Si la Tierra estuviera aplastada, Newton triunfaria y
con &l la doctrina de la gravitacién y toda la Mecinica
celeste moderna.

Y hoy, siglo y medio después de la victoria de log par-
ticulares de Newton, jcreemos que la Geodesia no tiene
nada que ensefiarnos?

No sabemos qué es lo que hay en el interior del globo.
Los pozos de las minas y log sondajes han podido hacer-
nos conocer una capa de uno o dos kilémetros de espesor,
es decir, la milésima parte de la masa total, ;jpero qué hay
debajo?

De todos los extraordinarios viajes sofiados por Julio
Verne, puede que sea el viaje al centro de la tierra el que
nos haya conducido a las regiones mas inexploradas.

Pero estas profundas rocas que no podemos alcanzar
ejercen a lo lejes su atraccidén que obra sobre el péndulo y
deforma es esferoide terrestre. La Geodesia entonces pue-
de calcularse de lejos, por decir asi, e informarnos sobre
su veparticién. Nos hard ver asi estas misteriosas regio-
nes que Julio Verne no nos ha mostrado mas que en su
imaginacion.

Esto no es un suefic hueco. El sefior Faye, comparando
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todas las medidas, ha llegado a un resultado verdadera-
mente sorprendente. Bajo los ocfanos hay en sus profun-
¢idades rocas de una gran deunsidad; bajo los continenter,
por ¢l contrarie, hay vacios.

Puede que las nuevas observaciones inodifiquen estas
conclusiones en sus detalles.

Nuestro venerado decanc nos ha mestrado en todos los
casos de qué lado harce falta buscar y lo que el geodesta
puede ensefiar al gedlogo, interesado en conocer la cons-
titucion de la Tierra y tarmbién al pensador que desea
especular sobre el pasado y el origen de este planeta.

Ahora. {por qué he titulado este capitulo la Geedesia
francesa? Fs que en cada paig esta Ciencia ha tomado,
puede ser mas que todas las otras, un caracter nacional.
s facil darse cuenta de la razén.

Iis preeciso que haya rivalidades. Las rivalidades cign-
tificas son siempre corteses o por lo menos casi siempre
lo son; en todo caso son mecesarias, puesto que siempre
son fecundas.

Pues bien, en estas empresas que exigen de por si lar-
cogs esfuerzos y tantos colaboradores, €l individuo se des-
vanece a pesar de él; bien entendido, ninguno tiene el
derecho a decir: esta es mi obra. No es entonces entra
los hombres que se ejercen estas rivalidades, sino entre
las naciones.

De esta manera vamos a buscar cudl ha sido la parte
de Francia. Creo que tenemos el derecho de estar orgu-
llosos.

A principio del siglo XVIIT se iniciaron grandes polé-
micas entre los newtonianos que creian que la Tierra era
achatada, como lo exige la teoria de la gravitacién de
Cassini, que equivocado por medidas inexactas creia que
nuestro globo era alargado. Sélo la observacién directa
podria zanjar la cuestién. Y fué nuestra Academia de
Ciencias quien emprendié esta tarea gigantesca para su
época.

MMientras que Maupertuis y Clairaut median un grado
de meridiano bajo el circulo polar, Bougueur y La Conda-
mine se dirigian sobre las montafiag de lcs Andeg, a las
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entonces sometidas regiones a Espafia, y que forman hoy
1z Repiblica del Ecuador.

Nuestros misioneros se exponian a grandes fatigas. Los
viajes no evan tan ficileg como lo son hoy.

Cierto es que el pais en que trabajaba WMaupertuis no
era méis que un desierto y experimentd, segiin se dice
entre log lapones, estag dulces satisfacciones del cora-
zén que los verdaderos navegantes articos no conocen.
Est4d muy cerca la regién donde en nuestros dias trans-.
atlanticos transportan cada verano caravanas de turistas
y jévenes ingleses.

Pero en aquel tiempo no existia la agencia Cook, y Mau-
pertuis erefa de buena fe haber hecho una expedicién
polar; puede ser que no estuviera totalmente errado. Los
rusos vy los suecos prosiguen hoy analogas medidas en
Spiztherg en un pais donde hay verdaderos bancos de
hiele. Pero tienen otros recurses y la diferencia de tiem-
po compensa bastante bien la de latitudes. El nombre de
Maupertuis nos ha legado fuertemente arafiado por las
ufias del doctor Akakia; el sabio habia tenide la desgra-
cia de haber desagradado a Voltaire, que era entonces el
rev del espiritu. Se enorgullecié de ello al principio, pero
Ias lisonjas de los reyes son tan temibles como su des-
aracia, porque los mafianas son ferribles. Voltaire supo
alguna coza él mismo de ello,

Voltairve Hamé a Maupertuis mi amable maestro pen-
sador, marqués del circulo polar, querido aplastador del
mundo ¥ de Cassini, y la lisonja supremsa sir Isaac Mau-
pertuis, le escribié: «No hay més que €] rey de Prusia que
yo vonga al nivel con usted, no le falta mas que ser ged-
metiray. Pero pronto la escena cambia, no habla mas de
divinizarlo, como en otro tiempo los argonautas, o hacer
descendsr del Qlimpo el consejo de los dioses para contem-
plar sus trabajos, sino de encadenarlo en un asilo de locos.
No habla mas de su espiritu sublime, sino de su despético
orgullo, provisto de muy poea Ciencia y mucho de ridiculo.
MNo quiero referir estas luchas heroicocémicas; permi-
tidme, no cbstsnte, algunas reflexiones scbre dos versos
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de Voltaire. En su Discurso sobre la moderacién (no se
trata de la moderacién en los elogios y en las criticas),
el poeta escribié:

Vous avez confirmé dans des lieux pleins d’ennui
Ce que Newton connut sans sortir de chez lui. (1)

Estos dos versos que reemplazan las hiperbdlicas ala-
banzas de la primera hora, son demasiado injustos y, sin
ninguna duda, Voltaire estaba lo suficientemente ilus-
trado para comprenderlo.

Entonces no se estimaban méas que los descubrimientos
que se podian hacer sin salir de casa.

Hoy en dia ser4, sin embargo, de la teoria que se hari
poco caso. Esto es desconocer el fin de la Ciencia.

iLa Naturaleza estd gobernada por el capricho o reina
la armonia? He aqui la cuestién. La Ciencia es bella
cuando nog revela esta armonia y por eso digna de ser
cultivada. jPero de ddénde puede venirnos esta revelacion
sino del acuerdo de la teoria con la experiencia? Buscar
si este acuerdo ha tenido Iugar o ha hecho falta es nuestro
fin. Desde luego, estos dos términos, que debemos compa-
rar, son tan indispensables el uno como el otro. Despre-
ciar el uno por el otro seria un contrasentido. Aislados,
la teoria seria hueca, ia experiencia seria miope; los dos
serian intitiles vy carecerian de interés.

Maupertuis tiene derecho a su parte de gloria. Cierto,
no valdria la de Newton que recibié la chispa divina, ni
la de su colaborador Clairaut. No es menospreciable, sin
embargo, puesto que su obra fué necesaria y si Francia,
adelantada por Inglaterra en el siglo XVII, en el siguien-
te se ha tomado el desquite, no es solamente debido al
genio de los Clairaut, los Alembert, los Laplace, que lo
debe, es también a la larga paciencia de los Maupertuis
¥y log La Condamine,

Llegamos a lo que se puede llamar el segundo periodo

(1) Confirmasteis en desagradables comarcas
Lo que Newton concibié sin salir de su casa.
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heroico de la Geodesia; I'rancia es desgarrada en el inte-
rior. Toda Europa esta armada contra ella, pareceria que
todas estas luchas gigantescas absorbiesen todas sus fuer-
zas. Lejos de ahi. Le quedan atin para servir a la Ciencia.
Los hombres de aquel entonces no retrocedian ante nin-
guna empresa; eran hombre de fe.

Delambre y Mechain fueron encargados de medir un
arco que iba de Dunkerque a Barcelona. No se va esta vez
a Laponia o a Pert; las escuadras enemigas nos cerra-
rian los caminos. Pero si las expediciones son menos le-
janas, la época es tan confusa, que log obsticulos, los peli-
gros son con todo muy grandes,

En Francia, Delambre tenia que luchar contra la mala
voluntad de los municipios recelosos. Se sabe que los
campanarios que se ven de lejos, y que se pueden apuntar
con precisién, sirven frecuentemente de sefial a los geo-
destas. Pero en el pais que Delambre atravesaba no habia
campanarios. No sé qué precénsul habia pasado por alli
que se enorgullecia de haber hecho tumbar todos los cam-
panarios que se elevaban orgullosamente por encima de
la humilde morada de los sans-culottes (1).

Se levantaron entonces pirdmides de tablas que se re-
cubrian de tela blanca para tornarlas mas visibles. Esto
era otra cosa: jTela blanca! ;Quién era el temerario que
sobre nuestras cimas recientemente libertadas de la tira-
nia osaba enarbolar el odiocso estandarte de la contrarrevo-
lucién? Forzoso fué poner sobre la tela blanca bandas azu-
les y rojas.

Mechain operaba en Espafia; ofras eran lag dificulta-
des, pero no por eso eran menores. Los labriegos espafio-
les eran hostiles. Alli ne faltaban campanarios, pero ins-
talarse en ellos con instrumentos misteriosos y quién sabe
si diabélicos, ;no era un sacrilegio? Los revolucionarios
eran los aliados de Espafia, pero eran aliados a quienes
les gustaba demasiado los lios.

Sin cesar, escribe Mechain, nos amenazan con venir a
degollarnos. «Felizmente, gracias a las exhortaciones de

. (Y) Sin calzones. (N. del T.)
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los curas y a las letras pastorales de los obispos, estos hu-
rafios espaficles sblo se contentaron con amenazarnoss.

Algunos afios después, Mechain hizo una segunda expe-
dicién a Espafia: se proponia prolongar el meridiano des-
de Barcelona hasta las Baleares. Era la primera vez que
se trataba de hacer franquear a las triangulaciones un
brazo de mar, observando las sefiales Ievantadas en algu-
na montafia elevada de una alejada isla. La empresa fué
bien concebida y planeada; fracasd, sin embargo. El
sabio francés encontré toda clase de dificultades de las
cuales se lamenta amargamente en su correspondencia.
«Bl infierno — escribe -— puede que con alguna exagera-
cién, €l infierno y todes los azotes que ha vomitado sobre
la Tierra, las tempestades, la guerra, la peste y las ne-
gras intrigas se han desencadenado contra mis.

El hecho eg que encontré entre sus colaboradores més
orgullo ¥ obstinacién que buena voluntad y que mil inei-
dentes retardaron su trabajo. La peste no era nada, el
temor de la peste era mas temible, todas estas islas se
defienden de las vecinas y temdian recibir el azote, Me-
chain no obtuvo sino después de largas semanas el per-
miso de desembarco, con la condicién de envinagrar todos
sus papeles; esta era la antisepsia de esta época.

Disgustado y enfermo, acababa de pedir su retorno,
cuando murié.

Fueron Arago y Biot quienes tuvieron el honor de vol-
ver a tomar la obra inconclusa y llevarla a buen fin.

Gracias al apoyo del gobierno espafiol, a la proteccién
de varios obispes, ¥y sobre todo a la de un célebre jefe de
bandoleros lag operaciones avanzaron bastante de prisa.
Fueron felizmente terminadas y ya Biot habia regresado a
Francia cuando estalls6 la tempestad.

Era el momento en que Espafia entera tomaba las ar-
mag para defender su independencia contra mnosotros.
;Por qué este extranjero subia a las montafias para ha-
cer seflaies? Era evidente: para llamar a la escuadra fran-
cesa. Arago no pudo escapar al populacho sino constitu-
véndose prisionero. En su prisién no tuvo otra distrac-
cién que la de leer en los diarios espaficles el relato de
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su propia ejecucion. Los diarios de este tiempo daban al-
gunas veces lag noticias anticipadas. Tuvo al menos €l
consuelo de ver que habia muerto cristianamente y cou
coraje.

La prizién misma no era méis segura. Tuvo que evadir-
se y pasar a Argel. Alli se embared para Mavsella en un
navio argelino. Este navio fué capturado por un corsa-
rio espafiol v he aqui a Arago de nuevo en HEspafia y
atado codo con codo, en la més espantosa miseria.

Si no ge hubiera tratado més que de estos sujetos v de
sus huéspedes, el bey no hubiera dicho nada. Perc habia
2 bordo dos leones, presente que el soberanc africano en-
viaba a Napoledn. El bey amenaz6 con la guerra.

El navio y los prisionerog fueron libertados. La ruta
podria haber sido correctamente hecha, puesto que habia
un astrénomo a bordo, pero el astrénomo estaba mareado
v log marinos argeliaros que querian ir a Marsella Be-
garon a Bougi. De aqui Arvago se tracladd a Argel, atra-
vesando a pie la kabila en medio de grandes peligros. Du-
rante largo tiempo fuéd retenido en Africa y amenazado
con prisién., Tras mucho trabajo pudo volver a Francia;
sus ohservaciones, que habia conservado bajo su camisa,
v, lo que es més extraordinario, sus instrumentos habian
atravesado sin dafio sus terribles aventuras.

Hasta agui no solamente Francia ha ocupado el primer
lugar, sino que se ha sostenido en la escena casi sola. En
log afics que signieron no permanecimos inactivos y nues-
tra carta de Estado Mayor es un modelo. Entretanto losg
nuevos métodos de caleule v observacién mos vinieron de
Alemania e Inglaterra. Solamente después de unos cua-
renta afios Francia volvié a ocupar su lugar. Se lo debe
a un sabio oficial, el general Perrier, que ejecutd con
éxito una empresa verdaderamente audzz, la juncién de
Esgpafia v Africa, Algunas estaciones fueron instaladas
sobre cuatro eimag, sobre lag dos riberas del Mediterraneo.
Durante largos meses se esperd una atmdsfera calma v
limpida. Al fin se vié un delgade hilo de luz que habia
recorrido 800 kilémetros por encima de los mares. La
operacién habia tenido éxito.
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Hoy se conciben proyectos més audaces atin. De una
montafia vecina a Niza se enviaran seflales a Cércega, no
ya en vista de determinaciones geodésicas, sino para me-
dir la velocidad de la luz. La distancia no es mas que dos-
cientos kilémetros; pero el rayo luminoso deberi hacer el
viaje de ida y vuelta, después de reflejarse en un espejo
colocado en Cércega. Y no se perderd en el camino, porque
debe volver exactamente a] punto de partida.

Después la actividad de la Geodesia francess no 8e
ha detenido. No tenemos més aventuras que contar, pero
la obra cientifica realizada ha sido inmensa,

El territorio de Francia de ultramar, lo mismo que el
de la metrépoli, se cubre con tridngulos medidos con pre-
cisién, se ha llegado a ser més y mas exigente, v lo que
nuestros padres admiraban, no nos basta hoy. Pero a me-
dida que se busca mas exactitud, las dificultades aumen-
tan considerablemente. Estamos rodeados de frampas v
debemos desafiar mi] causas de error insospechado. Es
preciso entonces crear instrumentos cada vez mis impe-
cables.

En esto, aun Francia no se ha dejado distanciar. Nues-
tros aparatos para medir bases y 4ngulog no dejan nada
que desear. Citaré también el péndulo del Sr. Coronel
Defforges, que permite determinar la gravedad con una
precisién desconocida hasta ahora,

El porvenir de la Geodesia francesa estd actualmente
en manos del Servicio Geografico de la Armada, dirigida
sucegivamente por el general Bassot y €l general Berthau.
La eleccién ha sido perfecta. Para hacer la Geodesia, las
aptitudes cientificas no bastan; hace falta ser capaz de
soportar largas fatigas bajo todos los climas, es preciso
que el jefe sepa obtener la obediencia de sus colaborado-
res e imponerse a sus auxiliares indigenas. Estas son las
cualidades militares. Kl resto se sabe, que en nuestra
Armada la Ciencia ha marchado siempre a la par con
el coraje.

Agrego que una organizacién militar asegura la uni-
dad de accién indispensable. Serd mas dificil conciliar las
pretensiones rivales de sabios celosos de su independencia,
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avaros de lo que ellos llaman su gloria y que deberian
obrar de comun acuerdo, aunque separados por grandes
distancias. Entre los geodestas de antes hubo frecuentes
discusiones, de las cuales algunas tuvieron gran resonan-
cia: la Academia ha retenido largo tiempo la querella
entre Bougneur y La Condamine. No quiero decir que los
militares estdn exentos de pasiones, pero la disciplina
impone silencio a los espiritus demasiado sensibles.

Variog gobiernos extranjerog han llamado a nuestros
oficiales para organizar su servicio geodésico: ésta es la
prueba de que la influencia cientifica de Francia en el
exterior no ge ha debilitado.

Nuesfros ingenieros hidrdgrafes aportan también a la
obra comin un gloriose contingente. El levantamiente to-
pografico de nuestros montes, nuestras coloniag, el estudio
de las mareas, les ofrecen un vasto campo de descubri-
mientos. Citaré, en fin, el nivelamiento general de Fran-
cia, que fué ejecutado por los ingeniosos y precisos méto-
dos del Sr. Lallemand.

Con tales hombres, estamos seguros del porvenir. El
trabajo no les faltari, por otra parte, Nuestro imperio
colonial les abre grandes espacios mal explerados. No es
esto todo: la Asociacién Geodésica Infernacional ha reco-
nocido la necesidad de una nueva medida del arco de
Quito, determinado antiguamente por La Condamine, Es
Francia quien ha sido encargada de esta operacién; teniu
todos los derechos, puesto que nuestros antepasados ha-
bian hecho, por asi decir, la conquista cientifica de las
cordilleras. Estos derechos, por otra parte, no han sido
puestos en duda, y nuestro Gobierno los ha ejercido. Los
capitanes Maurain y Lacombe han ejecutado un primer
reconocimiento, y la rapidez con la cual han cumplido su
migién, atravesando paises dificiles y escalando las mas
escarpadag cumbres, merece todes los elogios.

Han merecido la admiracién del Sr. General Alfaro,
presidente de la Reptiblica del Ecuador, que los ha deno-
minado «los hombres de hierro» (1).

(1) En espafiol ¢n el original, {N. del T.)
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La expedicién definitiva partié bajo el mando del
teniente coronel (entonceg comandante) Bourgeois. Los
resultados obtenidos han justificado las esperanzas que
gse habian concebido. Pero nuestros oficiales han encon-
irado dificultades imprevistas debidas al clima. Mas de
una vez, alzuno de ellos ha debido permanecer largos me-
gses a una altura de 4.000 metros, entre nubes y nievs,
gin ningnna de las sefiales que tenia que anotar y que re-
husaban desenmaseararse. Pero, gracias a su perseveran-
cia v a su coraje, no resulté mas que un retardo ¥ un
aumento de gastos, sin que sufrieran la exactitud de las
medidas.

CONCLUSIONES GENERALES

Lo que he tratado de explicar en las piginas gue han
precedido es como el sablo debe arreglirselas para elegir
entre Jog innumerables hechos cue se ofrecen a su curio-
sidad, puesto que también el natural enfermizo de su espi-
ritu obliga a hacer una eleccidn, por més que una eleccidn
sea siempre un sacrificio. Lo he explicado primero por
congideraciones generales, Hamando por una parte la na-
turaleza del problema a resolver y por otra tratando de
comprender mejor Ia del espiritu humano, que eg el prin-
cipal instrumento de la solucién. Lo he explicado median-
te ejemplog; no los he multiplicado al infinito, También
he debido hacer una eleccién y he elegido, naturalmente,
las cuestioneg gue méas habia estudiado. Otros que yo,
habrian hecho sin duda una elececidn diferente; pero poco
importa, porque creo que habria llegado 2 las mismas
conclusiones.

Hay una jeraraouia de hechos: unecs, sin valor; no nos
engsefian mas que ellos mismos. El sabio que log ha consia-
tado no ha aprendido més que un hecho, y no ha legado
a ser capaz de prever nusves hechos. Estos hechos, ahi,
parecen preducirse una vez, pero ne estin destinados a
renovarse,

Hay, por ofrs parte, log hechos de gran rendimiento,
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alguno de log cusles nos ensefian una nueva ley. Y puesto
que es preciso hacer una eleccidn, es a éstos que el sabio
debe ligarse. Sin duda esta clagificacién es relativa y
depende de la debilidad de nuestro espiritu. Los hechos de
poco rendimiento son los hechos complejos, gobre los cua-
les multiples civcunstancias pueden ejercer una sensible
influencia, circunstanciag muy numercsas y diversas para
que podamos digcernirlag todas.

Pero deberia decir mas bien que son éstes log hechos
que juzgamos complejos, puesto que la confusién de estas
cirecunstancias sobrepasa el alcance de nuestro espiritu.
Sin duda que un espiritu més vasto y fino que el nuesiro
juzgard de otro modo. Pero importa poco; no es de esfe
espiritu superior del que nos podemos servir, es del nues-
tro. Los hechog con gran rendimisunto son log que juz-
gamos gimples, sea que lo sean realmente, puesto que nc
son influenciados sino por un pequefio nfimero de circuns-
tanciag bien definidas; sea que tomen una apariencia de
simplicidad, puesto que las miltiples circunstancias de
que depanden chedecen a lag layes del azar y llegan asi
a compensarse mutuamente. Bs a esto a lo que ge llega
més a menudo. Y es esto lo que nos ha obligade a exami-
nar un poco mas de cerca qué es el azar. Los hechos ¥
las leyes del azar se aplican, llegando a ser accesibles al
sabio que se descorazonaria ante la extraordinaria compli-
cacién de problemas de leyes que no fuera aplicada.

Hemos visto gue estas consideraciones se aplican no
solamente a lag Ciencias Fisicas sino también a las Cien-
cias Mateméaticas. Fl método de demostracién no es el
mismo para el fisico que para el matemitico. Pero los
métodos de invencién se parecen mucho, En un caso como
en el otro, eonsisten en remontarse del hecho a Ia ley, a
buscar los hechos susceptibles de conducir a una ley.

Para poner este punto en evidencia, he ensefiado el
espiritu del matemético mieatras trabaja. Bajo tres for-
mas: el espiritu del matematico inventor y creador, el
del geémetra inconsciente que en nuestros lejanos ante-
pasados, ¢ en los brumoscs afios de nuestra infancia, nos
ha construide .nuestra instintiva nocién del espacio, el
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del adolescente a quien los maestros de la ensefianza ge-
cundaria descubren log primeros principios de la Ciencia
y tratan de hacerle comprender las definiciones funda-
mentales. Por todas partes hemos visto el papel de la in-
tuicién y el del espiritu de generalizacién, sin el cual
estos tres estados de los matematicos, si osase expresarme
asi, serian reducidos a una igual importancia.

En la misma demostracion, la 16gica no es el todo; el
verdadero razonamiento matemético es una verdadera
induecién, diferente por todos los eonceptos de la induc-
cién fisica, pero procediendo como ella de lo particular a
lo general. Todos los esfuerzos que se han hecho para
trastocar este orden y traer la induccién matematica a
las reglas de la légica, no han terminado mis que en
fracaso mal disimulado por el empleo de un lenguaje
inaccesible al profano. Los ejemplos que he dado de las
Ciencias fisicas nos han mostrado diversos casos de hechos
de gran rendimiento. Una experiencia de Kaufman sobre
los rayos del radio revoluciona a la vez la Mecénica, la
optica y la Astronomia. ;Por qué? Es porque a medida
aue estas ciencias se han desarrollado, hemos reconocido
mejor los lazos que las unian, y entonces hemos entrevisto
una especie de dibujo general de la carta de la Ciencia
Universal. Hay hechos comunes a varias Ciencias que pa-
recen la fuente comtin de cursos de agua divergentes en
todas las divecciones, y que son comparables a eze nudo
de San Gotardo, de donde salen las aguas que alimentan
cuatro cuencas diferentes. Entonces podemos hacer la
eleccién de log hechos con mas detenimiento que nuestros
antecesores que miraban estas cuencas como distantes y
separadas por infranqueables barreras. /

Son siempre los hechos simples que es preciso elegi.,
pero entre estos hechos simples debemos preferir los que
estdn colocados en esa especie de nudo de San Gotardo
de que acabo de hablar.

Y cuando lag Cienciag no tengan relacién directa, se
esclarecerdn aln mutuamente por la analogia. Cuandc se
han estudiado las leyes a las cuales obedecen los gases, se
sabe que se atacaba un hecho de gran rendimiento; y por
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lo tanto se estima este hecho por debajo de su valor,
puesto que los gases son en un cierto punto de vista la
imagen de la Via Lictea y que estos hechos que no pare-
cen interesantes mas que para el fisico, abriran pronto
horizontes nuevos a la Astronomia, que no se lo esperaba.

En fin, cuando el gecdesta vea que es preciso desplazar
su lente algunos segundos para localizar una seflal que
ha colocado a duras penas, esto es un pequefio hecho, pero
un hecho de gran rendimiento, no solamente porque esto
le revela la existencia de una pequefia joroba sobre el
geoide terrestre; esta pequefia joroba no tendria por si
sola gran interés, pero puesto que esta joroba le da indi-
caciones sobre la distribucién de la materia en el interior
del globo y también sobre el pasado de nuestro planeia,
scbre su futurc, sobre las leyes de su desarrollo.
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